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Banach 空间 中 线性 算 子 的 广义 逆 是 空间 R” PERE S Hilbert 空间 
中 线性 算 了 的 广义 逆 的 实质 性 推广 . 本 书 介 绍 Banach 空间 中 线性 算 子 的 线性 
斜 投 影 广义 逆 、Drazin 广义 道 、 度 量 广义 道 及 齐 性 广义 逆 的 基础 理论 ,重点 
介绍 线性 斜 投影 广义 逆 在 大 范围 分 析 、 非 线性 分 析 、 非 线性 数值 台 近 中 的 应 
用 及 度量 广义 逆 在 不 适 定 ( 偏 ) 微 分 方程 边 值 问题 中 的 应 用 . 书 中 突出 了 
Banach 空间 几何 方法 的 运用 . 

本 书 可 供 高 等 院 校 数学 与 应 用 数学 专业 的 高 年 级 学 生 、 研 究 生 、 教 师 及 
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《现代 数学 基础 从 书 》 语 


对 于 数学 研究 与 培养 青年 数学 人 才 而 言 ,书籍 与 期 刊 起 着 特殊 重要 的 作 
用 .许多 成 就 早 越 的 数学 家 在 青年 时 代 都 曾 钻 研 或 参考 过 一 些 优秀 书籍 ， 从 中 汲 
取 营 养 , 获得 教 益 . 

20 世 纪 70 年 代 后 期 , 我 国 的 数学 研究 与 数学 书刊 的 出 版 由 于 文化 大 革命 的 浩 
动 已 经 破坏 与 中 断 了 十 余年 ， 而 在 这 期 间 国际 上 数学 研究 却 在 迅 狐 地 发 展 
看 . 1978 年 以 后 , 我 国 青年 学 子 重新 获得 了 学 习 、 钻 研 与 深造 的 机 会 。 当 时 他 们 
的 参考 书籍 大 多 还 是 50 年 代 甚至 更 早期 的 著述 . 据 此 , 科学 出 版 社 陆续 推出 了 多 
套数 学 丛书 ， 其 中 《纯粹 数学 与 应 用 数学 专著 》 丛 书 与 《现代 数学 基础 丛书 》 更 
为 突出 , 前 者 出 版 约 40 卷 , 后 者 则 傅 80 卷 . 它们 质量 甚 高 ， 影 响 颇 大 ， 对 我 国 数 
学 研究 、 交 流 与 人 才 培 养 发 挥 了 显著 效用 . 

《现代 数学 基础 丛书 》 的 宗旨 是 面向 大 学 数学 专业 的 高 年 级 学 生 、 研 究 生 以 
及 青年 学 者 , 针对 一 些 重要 的 数学 领域 与 研究 方向 , 作 较 系统 的 介绍 . 既 注 意 该 领 
域 的 基础 知识 ,又 反映 其 新 发 展 , 力求 深入 浅 出 , 简明 扼要 , 注重 创新 . 

近年 来 ,数学 在 各 门 科 学 、 高 新 技术 、 经 济 、 管 理 等 方面 取得 了 更 加 广泛 与 
深入 的 应 用 ,还 形成 了 一 些 交 叉 学 科 . 我 们 希望 这 套 丛 书 的 内 容 由 基础 数学 拓展 
到 应 用 数学 、 计 算数 学 以 及 数学 交叉 学 科 的 各 个 领域 . 

这 套 从 书 得 到 了 许多 数学 家 长 期 的 大 力 支 持 , 编辑 人 员 也 为 其 付出 了 艰辛 的 
劳动 . 它 获得 了 广大 读者 的 喜爱 . 我 们 诚挚 地 希望 大 家 更 加 关心 与 支持 它 的 发 展 ， 
使 它 越 办 越 好 ,为 我 国 数学 研究 与 教育 水 平 的 进一步 提高 作出 贡献 
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广义 道理 论 是 应 用 十 分 广泛 的 数学 分 支 . 它 在 数值 线性 代数 、 数 值 分 析 、 最 优 
化 、 控 制 论 、 数 理 统计 、 微 分 方程 及 应 用 数学 中 具有 引 人 注 目的 应 用 . 用 算 子 理论 
的 术语 来 说 ， 当 一 个 算 子 不 是 双 射 时 ， 其 逆 算 子 不 存在 ， 此 时 就 应 讨论 其 广义 道 . 
涉及 到 这 样 算 子 的 算 子 方程 ， 一般 不 存在 通常 意义 下 的 解 ， 但 这 种 算 子 方程 却 具 
有 某 种 特定 意义 下 的 解 , 例如: 最 小 二 乘 解 或 最 小 范 数 解 等 等 . 为 了 不 同 的 应 用 目 
的 ， 人 们 依据 不 同 的 条 件 ， 引 入 各 种 不 同 的 广义 道 . 

1920 Æ, E. H. MoorelM9 推广 了 非 奇 异 方 阵 的 逆 矩 阵 的 概念 , 对 任意 的 矩阵 , 引 
入 广义 逆 矩 阵 的 概念 ， Moore 将 m x n EE: 4 的 广义 逆 定 义 为 满足 条 件 AG = PA 
H GA = Pa BJ n x m S£ G, XE Px 为 矩阵 六 的 列 向 量 所 张 成 子 空间 上 的 正 交 
投影 算 子 . 

1955 Æ, R. PenroselPel 证 得 : 存在 唯一 矩阵 B, 满足 下 面 的 四 个 矩阵 方程 


ABA= A, BAB= B, (AB)* = AB, (BA)* = BA. (0.1) 


这 些 条 件 等 价 十 Moore 的 条 件 . 满足 这 些 条 件 的 唯一 矩阵 B 被 称 之 为 4 的 Moore- 
Penrose 广义 道 ， 且 记 为 At. h TÆER Moore-Penrose 广义 逆 与 求解 最 小 二 乘 解 
有 关 ， 因 而 得 到 广泛 的 研究 . 

1958 Æ, M.P. Drazin P"! 引入 矩阵 A 的 Drazin 道 AP, 可 以 应 用 于 从 系统 的 
当前 给 定 状 态 重 新 发 现 其 过 去 状态 的 “向 后 投影 问题 ”. 

在 过 去 的 近 40 年 中 ,许多 作者 提出 并 研究 了 从 一 个 线性 空间 到 男 一 个 线性 空 
闻 线 性 变换 的 各 种 类 型 的 广义 道 . 当 线 性 空间 赋予 拓扑 结构 后 , 这 种 研究 就 会 变 得 
更 加 复杂 .参见 20 世纪 70 年 代 至 80 年 代 初 出 版 的 有 关 专 著 [BG, Nal, CM, Gr, 
Ca] 及 所 列 的 参考 文献 . 

Hilbert 空间 中 线性 算 子 的 广义 逆 研 究 ， 是 由 E. H. Moore WFE, MRAKY 
教授 曾 远 荣 (Y. Y. Tseng) 先生 所 开始 的 .1933 年 ， 曾 远 荣 先生 引入 了 Hilbert 空 
间 中 线性 算 子 的 广义 闭 的 概念 Ts , 这 种 广义 道 国际 上 称 之 为 Tseng 广义 道 . 兽 远 
永和 先生 又 发 表 了 这 方面 的 四 篇 黄 基 性 论文 [Ts2~ Ts4]. 

WR T X Hilbert 空间 之 间 的 有 界线 性 算 子 了 , WJ T 的 Moore-Penrose J X m 
Tt 定义 为 下 面 四 个 算 子 方程 的 唯一 解 : 

(ü) TT+T =T, 

(ü) THTT = T+, 

(iii) (TT+)* = TTH, 

(iv) (T+T)* = T+T 
( 见 [Gr] 或 [WWQ]). Hilbert 空间 中 无 界线 性 算 子 的 Moore-Penrose 广义 道 可 类 似 
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定义 ( 见 [Na1]). 

利用 Hilbert 空间 中 闭 币 定 线性 算 子 T 的 Moore-Penrose J” X% Tt, J. Locker 
构造 了 nn 阶 线性 微分 方程 两 点 边 值 问题 的 最 小 _ 乘 解 及 n 阶 线性 微分 算 子 的 广义 
Green P% (W. [Jol~Jo4]). 

1983 8, S.J. Lee 5 M. Z. Nashed 在 Hilbert 空间 中 为 多 值 线性 算 子 引入 正 
交 广 义 逆 的 概念 ( 见 [LN1~LN3]). 进而 在 1989 年 ,他 们 又 构造 了 Hilbert 空间 中 线 
性 包含 的 约束 最 小 二 乘 解 ， 并 研究 了 Hilbert 空间 中 奇异 最 优 控制 问题 ( 见 [LN4]). 

1990 Œ, 1992 年 , BEFA., BEE, KEEMA T Hilbert 空间 中 Moore-Penrose 
J Sm 4+ 的 连续 性 MOS Ma), 近 20 Æ, Hilbert 空间 中 Drazin J” XAMRA 
了 长 足 发 展 . W [Wag] 及 王国 荣 、 魏 益 民 、 乔 三 正 于 2004 年 出 版 的 专著 [WWQ]. 

Banach( 巴 拿 赫 ) 空间 中 线性 算 子 的 广义 逆 的 研究 更 为 复杂 . 

i X,Y 为 Banach ZH, THA X IY BARREA TAAT ENRE 
子 . 假定 了 的 零 空间 N(T) 在 X 中 拓扑 可 补 ， 且 了 的 值 域 的 闭 包 R(T) 在 Y 中 拓 
扑 可 补 ， 即 分 别 存 在 X, Y PRATER M, N 满足 

X = N(T)@ M, Y = R(T) @ S. 


用 己 与 @ 分 别 记 沿 M 到 N(T) 与 沿 S 到 RO) 上 的 线性 投影 算 子 ，M. Z. Nashed 
与 G. F. VotrubolNV] 将 与 这 些 投影 算 子 相关 的 线性 斜 投影 广义 着 T o 定义 为 线性 
HF (Tlm), 从 R(T) 到 R(T) @ S 上 ,保持 TES = (0) 的 线性 延 拓 ， 闭 稠 定 线 
EAT Tio 满足 下 面 算 子 方程 


TT T = T, 在 D(T) E; 
TioTTHo=T8o,，  # D(T o); 
TioT=1Ip(n-P 在 D(T)E; 
TT = Q, 在 D(T$o)E, 


这 里 DTH) = R(T)@ S, Ipu 为 DT) 上 的 单位 算 子 . 简称 Tho 为 了 的 线性 投 
影 广义 道 . 

近 十 儿 年 中 ， Banach 空间 中 线性 算 子 的 线性 投影 广义 北 、 Drazin 广义 逆 及 
其 应 用 ， 得 到 许多 学 者 的 关注 . 这 方面 的 研究 工作 参见 [Na2~Na4, NC, ML, Ra, 
Ma2~Ma5, Ku, Wag2, CX, Weil, Cai] 等 . 

如 所 周知 ， Banach 空间 中 并 非 每 一 个 闭 子 空间 均 拓扑 可 补 ( 见 [LT]), 所 以 
Banach 空间 中 线性 算 子 可 能 不 存在 上 述 意义 下 的 线性 投影 广义 道 . 另 一 方面 , 在 非 
Hilbert 空间 的 Banach 空间 中 ， 用 线性 算 子 的 线性 斜 投影 广义 逆 无 法 研究 Banach 
空间 之 问 线性 算 子 方程 的 极 值 解 、 最 小 范 数 解 与 最 佳 通 近 解 . 因此 ， 需 要 讨论 其 它 
类 型 的 广义 道 , 

W X, Y 为 Banach 空间 ， 了 为 从 和 到 Y 的 线性 算 子 . 设 
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D(TP) = {y € Y | Tz = y fE X FRA RERI). 
定义 集 值 映射 78 : DTI) SDT 3 ` 
T? (y) = [ z € X | z-8 Tz = y WREE}, y e D(T2)， 


T? 称 为 了 的 ( 集 值 ) 度量 广义 逆 ( 见 [Na1]), HEAT (一 般 为 非 线性 ) Te : D(TŠ) 一 
D(T), WRP E T (y) € T? (y), y € D(T?), 则 称 T° 为 ( 集 值 ) 度量 广义 逆 7T? 的 单 
值 选 择 ， 如 何 得 到 ( 集 值 ) 度量 广义 递 的 具有 良好 性 质 的 单 值 选择 是 一 个 引 人 注 目 
的 研究 课题 . 对 此 ， M. Z. Nashed 与 G. F. Votruba 曾 在 文献 [NV] 中 提出 研究 建 
X. 2000 年 ， 王 玉 文 和 潘 少 荣 [WP] 对 此 进行 了 研究 . 

单 值 度量 广义 道 已 经 被 许多 作者 所 研究 及. B. Holmes! 研究 了 Te(y) K 
远 为 单 点 集 时 的 情形 , 给 出 73 为 稠 定 的 条 件 . 1995 4F, 王 玉 文 与 李 志 伟 Wr 对 
闭 笛 定 线性 算 子 T, 定义 了 ( 单 值 ) Moore-Penrose 度量 广义 逆 TM, 并 证 得 TX 的 
连续 性 . 2003 Æ, EMEEN WW 系统 地 研究 了 Moore-Penrose 度量 广义 道 
TM, EEX, EKFAT WW] 研究 了 Banach 空间 中 线性 算 子 的 Tseng- 
度量 广义 逆 ， 不 适 定 二 阶 椭圆 方程 Nuemann 问题 . 

本 书 尽 可 能 地 收入 近 20 年 ， 特 别 近 十 几 年 散 见 于 国内 外 学 术 文 献 的 有 关 
Banach 空间 算 子 广义 道 的 最 新 研究 成 果 . 

第 一 章 ， 讨 论 Banach 空间 中 线性 投影 、 度 量 投影 及 刚刚 引入 的 拟 线性 投影 ， 
为 研究 Banach 空间 中 线性 算 子 的 各 种 类 型 广义 道 芮 定 基础 . 

第 二 章 ， 介 绍 Banach 空间 内 算 子 了 的 线性 斜 投影 广义 逆 TB，, 及 其 扰动 、 连 
续 性 条 件 ， 重 点 讨论 线性 斜 投影 广义 道 在 通 近 论 、 非 线性 分 析 及 Banach 流 形 中 的 
重要 应 用 . 

第 三 章 ， 讨 论 Banach 空间 中 线性 算 子 的 Drazin 道 ， 给 出 Drazin 逆 的 几 种 表 
示 和 定理 、 扰 动 定 理 及 连续 性 定理 . 

RUWE, MTA Banach 空间 中 线性 算 子 的 ( 集 值 ) 度量 广义 逆 的 概念 ， 给 
其 等 价 定义 及 有 界 齐 性 单 值 选择 . 其 次 ， 引 入 单 值 的 Tseng 度量 广义 逆 及 Moore- 
Penrose 度量 广义 逆 的 定义 ， 给 出 其 存在 性 的 充 要 条 件 及 连续 性 的 充分 条 件 ， 最 后 
给 出 度 匡 右 逆 、 度 其 左 道 的 形式 表达 及 其 应 用 . 

第 五 章 , 首先 对 于 Banach 空间 中 线性 算 子 的 齐 性 广义 逆 (包含 线性 投影 广义 逆 
与 单 值 度 基 广义 逆 ) 给 出 统一 定义 , 给 出 统一 的 存在 性 充 要 条 件 . 其 次 , 讨论 Banach 
空间 中 多 值 线性 算 子 的 度 基 广义 道 . 利用 度量 算 子 部 分 给 出 度量 广义 逆 的 刻画 . Jr 
绍 Hilbert 空间 中 约束 最 小 二 乘 解 问题 及 其 在 奇异 最 优 控制 的 应 用 . 

第 六 章 ， 首 先 讨 论 Hilbert 空间 中 Moore-Penrose 广义 道 在 不 适 定 两 点 边 值 问 
题 中 的 应 用 ,构造 了 两 点 微分 算 子 的 广义 Green 函数 . 其 次 讨论 了 Banach 空间 中 
Moorc-Penrose 度 基 广义 逆 在 半 线 性 二 阶 椭圆 方程 的 不 适 定 边 值 问题 中 的 应 用 ， 便 
于 讨论 奇异 最 优 控制 问题 . 
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本 书 为 国家 自然 科学 基金 (10471032) 资助 项 目 成 果 、 其 出 版 得 到 哈尔滨 师范 
大 学 优秀 专著 出 版 基金 资助 . 

南京 大 学 马 吉 溥 教授 引导 作者 进入 Banach 空间 中 算 子 广义 道 研 究 . 并 以 此 书 
献 给 马 吉 汝 教授 ， 纪 念 先 生 的 70 ERE. 

博士 生 刘 萍 同 志 及 孙 秀 梅 副 教授 为 打印 本 书 的 Latex 书稿 付出 辛勤 的 劳动 ， 
并 认真 阅读 本 书 初稿 .科学 出 版 社 昌 虹 编 审 及 相关 工作 人 员 为 本 书 的 编辑 及 出 版 
做 了 大 基 细 致 工作 ， 在 此 一 并 致谢 . 
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第 一 章 Banach 空间 中 投影 算 子 ee 1 
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Banach 空间 中 线性 算 子 的 不 同类 型 的 广义 道 ， 对 应 不 同类 型 的 投影 算 子 . 本 
章 将 对 本 书 所 需要 的 三 种 类 型 投影 算 子 进行 介绍 . 


81.1 有 界线 性 投影 算 子 
1. 代数 可 补 子 空间 与 线性 投影 算 子 
设 X 为 实 (或 复 ) 的 线性 空间 ， X., X; 为 X 的 线性 子 空间 ， 
Xi 十 六 2 = {z1 + Z2 | zı € X1, 72 € X2} 
称 为 线性 子 空 间 X, 与 X; 的 代数 和 . 如果 
X 一 XI 十 X2 H Xin X> = {0}, 


则 称 为 子 空 间 Xi 与 X2 代数 直 和 ， 记 为 


X 一 Xi i+X,.. 
此 时 ， 对 每 一 个 ze X, 有 唯一 分 解 
Z = 71 + £2, zí € X1, Tə € Xə. 


定义 1.1.1 设 M CX 为 线性 子 空间 , 如 果 存 在 线性 子 空 间 N, 使 X= M+N， 
则 称 M 在 X 中 为 代数 可 补 子 空间 ， NEA M 的 代数 补 子 空间 . 

定义 1.1.2 I X 为 线性 空间 .映射 已 :X 一 XXX 称 为 宏 等 的 ， 是 指 P2 = 
线性 大 等 映射 称 为 线性 投影 算 子 ， 简 称 线性 投影 . 

定理 1.1.1 线性 空间 X 中 每 一 个 线性 子 空间 均 为 代数 可 补 子 空间 . 

证 明 i M 为 XX 的 线性 子 空间 ， 则 M 存在 Hamel Æ E = {eijierC M, H 
E 可 扩充 为 关上 的 Hamel Æ E, 则 由 ENE 张 成 的 子 空间 :NN = span{E\E}, $ 
RA M 的 代数 补 子 空间 ， 即 X = M+N. 口 

定理 1.1.2 设 X 为 线性 空间 ， P 为 X 中 的 线性 投影 . $ N(P) = {x € 
X | Pr=0), R(P) = íz € X | Pz = z), W 

G) R(P)= N(I — P); 

(ü) N(P) = RU - P); 

(iii) X = R(P)+N (P); 

(iv) # M , N 为 XX 的 线性 子 空间 ， 且 XX = MHN, 则 存在 唯一 的 线性 投影 


算 子 已 :X 一 X, 满足 
M = R(P) R. N = N(P). 
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证 明 (i) 因为 (I-P)P = 09, 所 以 R(P) c N(I-— P); 又 若 对 任意 ze N(I- P), 
A x = Px € R(P), 因此 
R(P) = N(I — P). 
(ü) 因为 [一 P 亦 为 线性 投影 算 子 ， 应 用 G) 立 得 . 
Gii) 对 任意 x € X, 有 w= Pz+(I- P)z, B Px € R(P),(I— P)z € R(I-P)= 
N(P), # X = R(P) + N(P). 又 对 任意 ze R(P)n N(P), WJ z = Px = 0, 从 而 


X = R(P)+N(P). 


(iv) 设 开 =M+NM、N 为 和 的 线性 子 空 间 ， 则 对 任意 ze X, 有 唯一 分 解 
z = T1 +zoə, mí € M,x2 E N. 定义 Pz = zi, 则 易 知 P HX 中 线性 投影 算 子 ， 且 
R(P) = M,N = N(P). # X 中 男 一 线性 投影 算 子 P, 满足 
M = RP) HE N = NP), 


M) X = R(P,)+N(P,). 于 是 对 任意 z e X, 有 唯一 分 解 z= P,z + (I — P,)z. H P 
的 定义 Pz = Piz, B P, = P. o 


2. 拓扑 可 补 子 空间 与 有 界线 性 投影 算 子 


定义 1.1.3 设 M 为 赋 范 线性 空间 X 中 的 闭 子 空间 ， 如 果 存 在 X 的 闭 线性 
子 空间 N, 使 得 X = MHN, 则 称 M 在 XX 中 是 拓扑 可 补 的 ，N 称 为 M 的 拓扑 补 
子 空间 .此 时 , 记 为 X=Me@N. 

定理 1.1.3 设 X 为 Banach 空间 ，X WATZE M 在 X 中 拓扑 可 补 当 且 
仅 当 M 是 某 一 连续 线性 投影 算 子 P 的 值 域 . 

证 明 必要 性 . 设 X=M@N, 这 里 六 为 和 的 闭 子 空间 . 由 定理 1.1.2 (iv), 
存在 唯一 的 线性 投影 算 子 P, 使 得 R(P) = M E. N(P) = N. 

下 面 只 需 证 P 为 连续 的 ， 

设 x, € X, z € X,z, > z, Prn > y(n — œ). 由 于 M 为 财 的 ，PzeAM ,所 
以 ye AM 因此 Py = y. HX z, — Pz. € N ENEA, £ n — co, 8 z—v € N, 
所 以 P(z — w) = 0. 因此 

y = Py = Pr. 

故 P 为 闲 线 性 算 子 .因为 X X Banach 空间 ， 再 由 闭 图 像 定 理 ， 知 P 为 连续 的 . 

充分 性 . 当 存 在 X 中 连续 线性 投影 算 子 已 满足 R(P) = M 时 , 应 用 定理 1.1.2 
中 (iii) 可 知 | 

X = R(P)4N(P). 

因为 尸 与 T- 忆 为 连续 的 , 故 N(P) K R(P) = N(I — P) A X 的 闭 线性 子 
zZ, H X = R(P)@ N(P). = 

定理 1.1.4 设 M 是 Banach 空间 X 的 线性 子 空间 . 

(i) # dim M < œ, M) M Æ X PANT h, 
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(ü) Æ dim(X/M) < œ, W M Æ X 中 拓扑 可 补 ， 这 里 dim(X/M) 叫做 M 在 
X 中 的 余 维 数 . 

证 明 (i) 设 dim M =n. 由 于 任何 7 维 Banach 空间 均 拓 扑 同 构 ， 特 别 ， M 
与 /2 拓扑 同 构 ， 故 存在 M 中 对 个 线性 无 关 向 量 {r} 及 常数 C > 0, 使 


C- < > < 
C max los| | > azil C max [ajl. 


1,2,.…,， Tn). 由 Hahn-Banach 定理 ， 将 {1} 保 范 延 拓 为 {1} c X*， 令 


Pz = Bans, vz € X, 
2 二 1 
W | P| < nC?, H P E: X E M 上 的 有 界线 性 投影 算 子 , 故 M 在 X 中 拓扑 可 补 . 
(ü) 应 用 定理 1.1.1, 选择 X 的 线性 子 空间 N, 使 得 


X = M+N. 
& Q: X — X/M 为 商 上 映射 ， 则 
Q: N > X/M 
为 一 对 一 的 满 射 ， 由 于 dim(X/M) < œ, 故 dim N = dim(X/M) < œ, H X/M 为 
Banach 空间 ， 因 此 N 为 XX 的 闭 线 性 子 空间 ， 即 M 在 X 中 拓扑 可 补 . 口 


3.” 在 一 致 凸 Banach 空间 中 存在 拓扑 不 可 补 的 闭 子 空间 


对 于 Banach 空间 来 说 , 并 不 是 每 个 闭 子 空间 均 为 拓扑 可 补 的 . 下 面 构造 Banach 
序列 空间 1,(1 < p < co,p Z 2) 的 拓扑 不 可 补 的 闭 子 空间 . 为 此 ， 我 们 引进 有 关 的 

定义 1.1.4 设 X 为 Banach 空间 ，3 为 X 到 X 上 的 有 界线 性 算 子 . 如果 
S? = I, 则 称 3 是 X 上 的 对 合算 子 . 集合 M = (r < X | Sz = z) 为 5 的 不 变 子 空 
间 . 

定理 1.1.5 I X 为 典范 线性 空间 ， M E X 的 闭 线性 子 空间 . 

(i) B P Æ X #J M 上 的 连续 线性 投影 算 子 , M| S= 2P-7T 是 以 M 为 不 变 子 
空间 的 对 合算 子 . 反之 , 如 果 S 是 以 为 M 为 不 变 子 空间 对 合算 子 , 则 P = 3(S+7) 
是 XX 到 M 上 的 连续 线性 投影 算 子 . 

的 如 果 尸 = 1(S+ D) 是 X 到 M 上 的 连续 线性 投影 算 子 , 则 所 有 由 XX 到 M 
上 的 连续 线性 投影 算 子 具有 下 列 形式 


B=3(S+1+7) 
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其 中 S 为 以 M 为 不 变 子 空间 的 对 合算 子 ， 了 为 从 X 到 X 中 的 有 界线 性 算 子 ， 
IWE 
ST = -TS =T. (1.1.1) 
证 明 G) 是 显然 的 
Gü) 8 P 3 X 到 M 上 的 任 一 连续 线性 投影 算 子 , 则 有 PP = P K PP = P. 
如 果 令 了 = 2Ë — (I + 8), 则 了 为 从 X 到 X 中 的 有 界线 性 算 于 . 从 P==2(S+ 
及 PP = P 推出 


(TS +S+T) 
= pP 
= P 
= (+S +T). 
另 一 方面 ] l ] 
2+S)T+S+T) = (9 +1) + I+ ST), 
从 而 


ST = T. 
同 理 ， 从 条 件 PP = P 可 推出 -TS = T. 反之 ， 如 果 
P= (+S +T), 
Hp TRER (1.1.1).P 为 X 中 连续 线性 算 子 ， 且 由 P? = P, 得 
PP = E(S+I(S+I+T) 


= [3(S+D] + (ST+T) 


1 1 
= P. 
同 理 PP = P, 从 而 
P? = PPP = PP =P. 
即 P ARSAT. 从 而 P A X 中 连续 线性 投影 算 子 . 口 
下 面 定 义 两 个 常数 . 


定义 1.1.5 ił M 为 Banach 空间 XX 中 的 闭 子 空间 . 定义 
P(M) = inf(||P|| | P 是 X 到 M 上 的 连续 线性 投影 }, 
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S(M) = infí||S|| | 5 是 以 M 为 不 变 子 空间 的 对 合算 子 }. 
如 果 X 到 M 上 不 存在 任何 连续 线性 投影 ， 规 定 P(M) = oo ; 如 果 不 存在 以 
M 为 不 变 子 空间 的 对 合算 子 ， 则 规定 S(M) = co. 
由 定理 1.1.5, 可 知 


;(S(M) - 1) < P(M) < =(S(M) +1). (1.1.2) 


引 理 1.1.1 i m #— EK, 4 n=2™, i£ 1 < p < oo H p Z 2, W n AZ 
间 I?) 中 有 一 个 闵 线 性 子 空间 MO 满足 


且 


如 果 Sm-1 已 经 给 出 ， 令 
Spn, — | Sm-_1 Sm-1 ) f 
Sm-_1 —Sm-_i 
再 令 S= Sm 则 S 为 n x n 阶 对 称 矩 降 ， 易 证 S 是 空间 I 的 对 合 映 射 ， 设 


M (n) 是 对 合 映 射 S 的 不 变 子 空间 . 由 定理 1.1.5(ii) 可 知 : 每 一 个 以 M 为 不 变 子 
空间 的 对 合 映 射 具 有 S+T 的 形式 ， 其 中 工 为 n xn 阶 对 称 窍 阵 ， 且 满足 (1.1.1). 
由 于 矩阵 TS 的 迹 tr(T5) SER TS 的 转 置 矩 阵 ST 的 迹 tr(ST) 相同 .又 由 
(1.1.1) 式 可 得 
trT = tr(ST) = —tr(T S) = —tr(ST). 


由 此 得 到 trT = tr(ST) = 0. 若 设 
S = (si 
则 有 Y ta = 0. HETA, BDA t; > 0. 由 S 的 对 称 性 及 9? = r, 对 一 切 
k( < k < n), WA ， 
Y s3 =l. 
再 由 Tn = ST 及 5 的 对 称 性 ， 有 
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n 


n 
5 Sijti = 5 Sjitiy = tjj, 
< 


i=1 i=1 
由 此 推出 ' 
1 <1+t;; = D557 (sij + tij). (1.1.3) 
—1 1 1 
根据 S 的 构造 ， 每 个 sj 是 -一 Z 或 -一 = WRS = 二 1— D 则 得 到 
(X lsu)" = (nc) 
i=l 
(1— 2) 
=n <q 
一 "rast: 
一 ni 5. 
对 于 (1.1.3) 式 ， 应 用 Holder 不 等 式 ， 得 
1 < (Pea) (Zis tta)? 
< PENS + Doli, 
此 处 {ej}?_1 为 空间 L,(1 < p < co) 的 单位 向 量 基 所 以 对 每 一 个 也 有 
IS+TI >n 3. 
因此 S(M™) > n 5 2, 从 而 由 (1.1.2) 有 
P(M™) > as, _ 1). o 


此 引 理 为 我 们 构造 了 1, 的 闭 子 空间 MO, 它 可 以 有 任意 大 的 投影 常数 PM). 
运用 这 一 事实 ， 便 可 构造 L, 的 拓扑 不 可 补 的 闭 子 空间 . 
为 此 ， 首 先 介绍 Banach 空间 序列 的 p 一 和 概念 . 
没 {En} | 是 Banach 空间 序列 ， 设 1 < p < co, 令 
$e = ((z.)° | z, E En, n € N), 


又 定义 {En} 的 p— 和 为 


2) = { (zn)% "eE, |I aale = (Pon) < o}, 
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则 (us), |l: lp) 为 Banach 空间 . 


定理 1.1.6 对 于 meN, M(2") 的 定义 由 引 理 1.1.1 确定 . 设 M=( y Me™) 


m=1 
(1 < p < co H p Z 2), J| M Æ Banach 空间 ls 内 拓扑 不 可 补 的 闭 子 空间 . 
证 明 $ F= (> I) o M ME F BJBJVET 28. 
m=1 
HE F 与 1, 等 距 同 构 . 
Br = (zu)ce E F, za = (xm(l), rm(2), z H (2m)) EL ,m=1,2,.…. 取 


y = (x1(1), £1(2), x2(1), 72(2), 72(3), 72(4), +- ,Tm(1), Tm(2), ,£m(2™), ) € P, 
则 


p 


om 


lele = ($ Ð lem) P)? = Il; 
m=1 k=1 
因此 下 与 六 等 距 同 构 . 
其 次 证 ， M 在 下 中 是 拓扑 不 可 补 的 . 
没 Qm 是 下 到 以， 上 的 线性 投影 ，m = 1,2,…. BIHER t= (zn)% EF, 


= 


有 
QmT = (0, 0,.…- , 0, Tm, 0,.… ) 
一 (0,0,: : : ,0, Tm(1), £m(2), > ,Tm(2™ ), 0,.…), m = 1,2,-:: 


则 显然 Qn(M) = MG”). 假设 P 是 下 到 M 上 的 线性 投影 则 Qm- P Æ FE 
M”) 上 的 线性 投影. 
用 Rm 表示 由 IO 到 中 的 典 则 内 射 ， 即 对 任意 的 z, e I’, Rmnzm = 
(0,0,… ,0,zm;0,…) (m= 1,2,…). 注意 到 ||Q,,|| = 1,(m = 1,2,…), 我 们 有 
|Qm P - Rmi < IQ;, - PII < IPI. 


而 且 Qm: P- R, J 127) a MECO 上 的 线性 投影 ， 应 用 引 理 1.1.1, 对 一 切 自 然 数 
m, 有 1l_1 


le P- Rall > 30273-1), 


从 而 1 a 
IPI > 32777?! - 1), 
因此 ， 线 性 投影 算 子 P 是 无 界 的 . 于 是 M 在 FF 中 不 是 拓扑 可 补 的 . NA FS L, 
等 距 同 构 ， 故 M 在 lp 中 不 是 拓扑 可 补 的 . 口 
进一步 我 们 有 
定理 1.1.7 (J.Lindenstrauss 和 L. Tzafriri) ”如果 Banach 空间 X 中 的 每 一 个 
团子 空间 都 是 拓扑 可 补 的 ， 则 X 拓扑 同 构 于 一 个 Hilbert 空间 . 
证 明 (MD [LT] 或 专著 [Yu2]). o 
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Banach 空间 的 对 偶 映 射 ， 是 利用 Banach 空间 几何 结构 研究 度量 投影 算 子 的 
有 力 上 具 . 为 此 ， 首 先 介绍 赋 范 线性 空间 的 对 偶 映 射 . 

1. 赋 范 线性 空间 的 对 偶 映 射 

以 后 ， 如 无 特别 声明 ， 均 假设 X 为 实 赋 范 线性 空间 ，X* * X ARA W. 
对 于 每 个 ze X, 由 Hahn-Banach 定理 ,存在 z* € X* 满足 (z,z*) = ||=||2 = ||z*|!2, 
这 里 (z,z*) 表示 泛 函 x* 在 元 素 x 上 的 值 x*(x). 于 是 可 以 引入 如 下 的 定义 : 

定义 1.2.1 RERIT Fx : X 3 X" 定义 为 

Ex (z) = (z*|z* € X*, (z,z*) = |z|? = ||z*||?), z € X, 


称 为 空间 X 的 对 偶 映 射 . 
为 了 研究 对 偶 映 射 Fx 的 特征 ， 需 要 从 另 一 个 方面 讨论 范 数 ‖ .| 的 可 微 性 . 
1 zo € X, w € X, t> 0, £— 
aeon) = Leet he 
KWR I- | # zo 处 沿 y 的 差 商 . 
因为 数值 函数 t — |izo + tyll HHH, WH t> 0 时 ，t 一 A(zo,y,t) 为 单调 
增 的 . 即 当 t 40, 时， 为 单调 减 的 . 注意 到 ， 对 一 切 t> 0, A(zo,u,t) > —llyll, 从 而 
右 导 数 
A+(zo， y) = im A(zo, U, t) 
存在 ， 因 为 
A (zo, U, —t) 一 —A(zo, —y, t), 
故 得 知 对 t <0, A(zo,u, t) 为 单调 增 的 ， 且 上 方 有 界 ， 因 而 左 导数 


A-(x0,9) = lim A(zo,y,t) 


FE, H 
A’ (z0,y) = _ A L (Zo, —y). 
于 是 有 不 等 式 
A(zo,y, —t) < A' (z0,y) < A! (xo,Y) 
< A(zo, v, t), t > 0. (1.2.1) 
如 果 
A (z0,y) = A‘ (zo, y), 


则 公共 值 记 为 A'(zo, y), PRA |l- || # zo 处 沿 方向 y 的 Gâteaux 导数 . 
定理 1.2.1 设 Fx: X — X* 为 XX 的 对 偶 映 射 ，xo EXX, 则 
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Fx (zo) = (z* € X* | A (zo, lzoll < (y, 2°) 


< A! (zo,)lzoll, Yy € X). (1.2.2) 
证 明 Z z" € X", 满足 
A! (zo, Vzoll < (y, 2*) < A4 (zo, Wzoll, Yy € X. (1.2.3) 


因为 对 上 > 0, A(zo,u, —t) > -llyl| B. A(zo,y,t) < llyll. 从 而 A (zo,u) > 一 上 yl E. 
A’ (z0, Y) < |lu||. 再 由 (1.2.3) 式 ， 得 


—llyllllzoll < (v, 2*) < llyllllzoll, 


于 是 
Kuz% < lzollllyll, vy € X. (1.2.4) 


在 (1.2.1) 式 中 取 y = zo, 由 (1.2.2) 、(1.2.4) 有 
(zo,z*) = ||zoll? = l||z* ||, 
于 是 X* € Fx (zo). 
有 反之, 设 x* € Fx (zo), H Fx 的 定义 ， 有 
loll” + t(y, 7°) =(zo + ty, 2”) 
<]|lz*|ll||zo + tyll 
=||zollllzo + tyll, t > 0. 


由 此 即 得 
t 一 
7") < tal. heol, vt >0, ye x. 
同 理 可 得 
— ||zo — t 
(y, x*) 2 Izol — lro -tvh ||zxoll, Vt > 0, y € X. 
S t> 0t, 8] Vy € X 


A’ (zo, y)||zol| < (y, z") < A+(zo,yjllzol|. 0 


定理 1.2.2 X 的 对 偶 上 映射 Fx:X 3 X* 为 齐 次 集 值 映射， 即 Fx(Azo) = 
AF'x (z0), Yro € X, À € RÈ. 
证 明 不 妨 设 A Z 0, 由 于 对 Yro € X, 有 
Fx (zo) = (z* | (zo,z*) € X x X* H (zo,z*) = ||zo||? = ||z*||2), 
从 而 
Fx (àzo) 
= {x* | (Azo,z*) € X x X* B.(Azo,z*) = ||Xzo||? = llz* I°} 
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_ 人 .ie | (zo, 22") e€ X x X* H 


2 
À A2 J 
= {MW” | (zo, y) € X x X* H (zo,y*) = ||zo||% = |l") 
= A Fx (zo ). U] 


定理 1.2.3 i$ X X Banach 空间 ，X 的 对 偶 映 射 Fx : X 3 X* 为 满 射 ( 即 
Vz* € X*, Ie € X, 使 得 or € Fx(z).) 当 且 仅 当 为 自 反 的 . 

证 明 充分 性 . 设 X 为 自 反 Banach 空间 ， Vz* € X*, H James 定理 ( 见 
[Yu1]), 存在 zo € X, lizol = 1, 满足 (zo,z*) = je]. z = |lz"|lzo € X, W 
(z, z*) = ||z*||(zo, z") = ze = |lz||2, 从 而 z* € Fx(a). 

必要 性 . 若 Fx 为 满 射 ，Vz* c X*V (0), 存在 zeX 满足 z+ € Fx (z). 由 此 可 
知 llel] = |lz*l| Z 0. BE zo = T” W llzoll = 1, E 

1 


1 
(Zo, z") = jj e’ = q = lz. 


1 * 1 * 1 * 
(Zo, >r ) = =— (àzo, z*) = ||zo||? = |x 


从 而 由 James EH, X 为 自 反 Banach 空间 . 口 
以 下 记 S(X) 为 X 的 单位 球面 . 
定理 1.2.4 设 Fx 2 X 的 对 偶 映 射 M Fx 为 单 射 ( 即 Fx(z) Y Fx(u) Z 
@ — z = v.) HENZE X 为 严格 凸 的 . 
证 明 必要 性 . 设 z € 5S(X),y € S(X), 满足 
lz + yl] = 2. 
于 是 z € S(X). Eim z Z y, H Hahn-Banach 定理 ， 存 在 x* € X*, ||z*|| = 1, 


满足 
(= at) =1= lie" 


3 h H, 


注意 到 (z, z*) < 1, 且 (y, z*) < 1, 从 而 


(z,z*) = 1 = |æ? = llz* lf, 


(u,z*) = 1 = yl = le. 
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于 是 由 Fx 的 定义 ， 知 xz* € Fx (zx) 门 Fx (y), 此 与 Fx 的 单 射 性 矛盾 .因此 x = y, 
即 X 为 严格 凸 空间 . 
充分 性 ， 设 ze X, y € X, 满足 


Fx(z) N Fx(y) £ @. 


不 失 一 般 性 . 设 |=] = lu| Z 0, 再 由 Fx 的 齐 性 ， 又 可 设 ||=|| = lyll = 1. 
任 取 z* € Fx(z)[) Fx (y), IJ 


2> |z +u|| > (£ +u,z*) = (x, x*) + (y, z") = 2. 


从 而 ||z + y|| = 2. 由 于 空间 X 为 严格 凸 的 . 于 是 z = y, B Fx 为 单 射 . 口 

定理 1.2.5 设 Fx 为 和 的 对 偶 上 映射 ， 则 Fx 为 单 值 的 当 且 仅 当 至 间 X 为 光 
滑 的 . 

证 明 必要 性 . vee S(X), 因为 Fx 为 单 值 的 , 故 有 了 唯一 的 z* = Fx(z) € X* 
满足 

(z, z*) = |æ = ||z* l? = 1. 

由 光滑 性 的 定义 ， 知 X 为 光滑 的 . 

充分 性 . Bare X, Ri z Z 0, W|, = 一 


z€ Fx (z) H. z; Z z, 则 


* _ l * 1 k _ 水 
Yı = jæ z Jel 2 = 1⁄2; 
Ti /mm l o 
(Y, Yi) 一 (Tai T) 一 a| 21) 一 +, 
Ñ 75 1 x 
v) = apa) T= 
这 与 X 的 光滑 性 矛盾 .因此 ， Fx (7x) 为 单 点 集 . H 


定理 1.2.6 Banach 空间 和 为 Hilbert 空间 当 且 仅 当 Fx 为 加 法 的 . 

证 明 必要 性 . 显然 . 

充分 性 . 设 X 的 对 偶 映 射 Fx 为 加 法 的 ， 再 由 定理 1.2.2, 知 Fx 为 线性 的 . 
Yr,y € X, z* € Fx(z), y* € Fy(u), 有 2* 土 y+ € Fx(z +y), 于 是 由 Fx 的 定义 ， 


le yl? = (z + y,z* + y") = ||=|? + (vy,2*) + (z,y*) + Iyl. 
由 此 得 到 
|z + yl? + ||z — yl? = (lel? + lyla). (1.2.5) 
因此 ， X 的 范 数 满足 平行 四 边 形 法 则 ， 故 X 为 内 积 空间 .再 由 X 的 完备 性 ， 知 
X J Hilbert 空间 . 口 
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2. Banach 空间 的 ( 集 值 ) 度量 投影 

本 节 对 Banach 空间 中 的 几 种 常见 的 集合 上 的 度量 投影 进行 介绍 . 

定义 1.2.2 设 久 为 Banach 空间 ， M c X 3 X WFR. 集 值 映射 
Pu((z) = (u € M | lz —ul| = inf ||z — x| }, z € X, 


称 为 从 X 到 M 上 的 ( 集 值 ) 度量 投影 . 

若 对 任意 z € X, Pu (z) Z Ø, WPK M 为 和 的 迫近 集 ; EXER z € X, Pu (z) 
至 多 为 单 点 集 ， 则 称 M 为 X 的 半 Chebyshev( 切 比 雪夫 ) W. 迫近 的 半 Chebyshev 
集 ， 称 为 Chebyshev 集 . 

当 子 集 M 为 ( 闭 ) 凸 集 ， ( 闭 ) 子 空间 时 ， 分 别 记 为 C 与 L. 

定理 1.2.7 度量 投影 Pol) 5 X 的 空间 结构 具有 如 下 关系 : 

(1) VX 中 闭 凸 集 C, vz € X, Po(z) Z @ 4 HA4 X B X Banach 空间 ; 

(2) VX PAGE C, vz € X, Po(z) EZ HARR HAN X 为 严格 凸 Banach 
空间 . 

证 明 (1) 充分 性 . S X AR, VX PAGE Cyz e X, 不 妨 设 z€ C, WI 

d = inf{||x — yll; y E C} > 0. 
从 而 存在 极 小 化 序列 {zn} C C, 满足 
|z — n| — d (n > œ). 

显然 {zn} JERR. 因为 X 为 自 反 的 , 故 (z) 有 子 列 ,不妨 仍 记 为 {zn}, 使 

得 
Zn A zo (n 一 00). 
由 十 C 为 财 凸 集 ， 由 Mazur 定理 C 为 弱 闭 的 ， 于 是 zo € C. 下 面 证 明 : 
|£ — zo|| = d. 
MEPR, TE a > 0, 使 得 
|z — zo| = d + o, 

EN 充分 大 ， 使 当 n > N Bf, 


|z — zl < d+ 3 


显然 ，zosO(z,d+ 了) = {ye X11z 一 串 < d+ Z) 由 凸 集 分 离 定 理 ， 存 在 
z* € X*, 满足 


sup (G, 2°)} < (zo,z"). 
lz-yl<d+$ 
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RA |z |< d+ (n> N), P 
(Zm, 2") p (goy z") (n > co). 
这 与 加 -zo (n 一 co) 矛盾 .于 是 
zo € Po(z). 
必要 性 . 为 证 X AR, H James 定理 ， 只 需 证 ， Vz* € X*,|z*| = 1, 存在 


zo € S(X), 使 得 
(zo,Z*) = 1. 


令 
Ui = {z€ X | llz|| <1}, H = {z € X |(m,z*)=1), C=U NH, 
则 C 为 X 中 闭 凸 集 . 
由 条 件 ， 存 在 zo € Pc(0), 于 是 


1 > ||zo|| = inff||z| | z € C} > inff|Iz|| | z € H}. (1.2.6) 
又 因为 vz € Hı, 有 
1 = (z,z*) < llzllllz*ll = æl], 


从 而 
inf{fllzl | z € Hı} > 1. (1.2.7) 


由 (12.6). (1.2.7), 有 
|zo| = 1 H (zo,z*) = 1, 


因此 X B K. 
(2) 充分 性 . 设 X 为 严格 凸 的 ， YX PADR C, yz € X, 如 果 有 y., yE 
Pc(z), yı Z y2, M| V a € (0,1), 有 
|z — [eyi + (1 — o)z2]|| = lla(z — y1) + (1 — o)(z — z2)| 
< alle — || + (1 — o)||z — yl 
= inf{llz -yll |y € C} 
= d(x; C). 


由 于 ayı + (1 — o)z2 € C, V e € [0,1], $x 
ayı + (1 — o)z2 € Po (z). 


这 样 一 来 ， 有 
(yi, y2] C S(x; d(x; C)), 
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其 中 [yi,y2] = {y E€ X | y =o + (1 — o)gə, 0 < ag1} 为 X 中 线段 这 与 X 的 
严格 凸 性 矛盾 . 因此 Polt) 至 多 为 单 点 集 . 
必要 性 . 设 V 闭 凸 集 C c X, yz € X, Pc(z) 至 多 为 单 点 集 ， 特 别 Po(0) 至 
多 为 单 点 集 . 假如 X 不 严格 凸 ， 则 存在 x1, zz € S(X), zí Z zo, ||zi + z2|| = 2. 
令 C= (z € X | z = Ami +(1 — A)r, À € [0,1]), W C X X PAGE, H 
vz € C, # |lz|| = 1. FÆ Po(0) = C, 这 与 po(0) 至 多 为 单 点 集 矛 盾 . S, X 为 
严格 凸 的 . O 
引 理 1.2.1 设 CCX 为 凸 集 ，zeXNC, 令 
之 


Ci = {x* € X* | (£ - y, x*) > 1, Vu € C}, 


Cò = {x* € X* | (z —v,z*) 2 0, Vy EC}, 


则 
inf || — || = max : 
yEC s= zx*ECy ||z* || 
= f (2 一 . 
= max inf (x — y, z”) 
lz*1=1 
证 明 (1) 先 证 | 
inf |z ~— yl = max — 
yEC z*ECr ||z*|| 
设 


d = inf ||z — yl, 
inf lz — y| 


则 4 > 0, vz* € Cr, 有 
(x-y, z) 21, VyEcC, 
从 而 导出 
1 < llz* lllz- yll, vvyed, 
于 是 
1 < ||z* || inf ||z — vll = llz*lia. 
a*l inf ||z yl| = ||z"|| 


再 由 z* e C; 的 任意 性 ， 有 
sup 
T*ECT |lz*|| * || 
设 B(z;q) 为 以 z 为 中 心 ，d > 0 为 半径 的 闭 球 ， 显然 ， Cn B (z; d) = @, X Fh 
集 C 及 有 内 点 的 凸 集 B (z; d), 应 用 凸 集 分 离 定理 ,存在 < X*, 由 其 所 确定 的 某 
一 闭 超 平面 : 


< d. (1.2.8) 


Ho = {x € X | (z, z*) = co}, 
其 中 co = ya (yro) 将 上 述 两 凸 集 分 离 ， 而 且 
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< co, V z € C, 

> co, v z € B(z; d), 
>co， V B(z;d). 
这 样 我 们 由 z eB (z; d) 及 


(x-y, zo) = (z, zò)}— co >0, vye H, 


可 得 到 一 个 有 界线 性 泛 孙 ， 
zt 一 0 ， 
(z, 10) 一 Co 
使 得 À 
Ho = {y E X | (z -y, zi) = 1) = Hi 
及 


(z — w, ri) 2 1, vy ec, 
(x-y, z) <1, VyeO(z;d). 
由 此 可 知 ， xí € CY. 


下 面 证 | 
iT 1.2.9 
上 zt (= T= | | ( ) 


事实 上 , # H = (z € X | (z, z1) = 1), WI 


dı = d(0, H) = inf |z. 


只 需 证 | 
di = -一 
加 
1 1 
838, V =e B,# 1= (z, zi) < Neller 8 lel > gp AT d > =: 
1 


其 次 ， 由 范 数 leil 的 定义 ， Ve > 0, 存在 zo € S(X), 使 
jzo z1)| > llzil| — €. 

令 To = zo / (zo, zt), W) (Zo, x$) = 1, E| zo € H. 且 由 此 得 
1 = ||zoll = || (z0, z1)2o| 


= |o, z1)|||zol 


> (llz1|| — ellzoll, 


dı = inf < lzoll < ——, 
1 CH æl |Izol| ||z*| — € 
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再 由 e 的 任意 性 ， 得 到 


综合 上 述 ， (1.2.9) 式 成 立 . 
H (1.2.7) 及 H, 的 定义 


[ 
z 
P= 
R 
| 
< 


H, = Ho 为 起 隔离 作用 的 闭 超 平面 ， H, 不 能 包含 凸 集 B(x, d) 的 内 点 ， 而 只 能 包 
E B(x,d) 的 边界 点 或 外 点 ， 由 此 ， 则 有 
1 


— = d(z, H.) > d. (1.2.10) 
zil 


由 (1.2.8) 及 (1.2.10) 可 导出 


1 
max — = d = inf ||x — yll. 
z*EcCi ||z* || VEC 


(2) 最 后 证 
Și _ f (z — p, z) 
Pee el A yao 7 
lz*l=1 
设 
m(z*) = inf f (£ 1, T*), vr € X*. 
H CY 的 定义 ， mm(z*) > 1 V w+ e Cr 由 此 导出 


T* 
— > * * . 
(z Y, MON vz" EC v€ C 


> 1, Vy € C, z* e x°) 
ee ri” (ra j€- 


= max {2E | er vy € G, z* e Ct] 
和 


- max { RE) | TY z" 


— 2 1, Vy € C, z* € Ci) 
|Iz* || inf (z — U, T ) 
VEC 


m(z*) ñ * * 
— 一 > 
max { Ti | (æ y, z") > 0, Vu € C, z e X°) 
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m* IT 
一 max Í inf (z-y, — | (z-y, — > 0, Yy € C, z* e X°) 
yEC |lz*|| |lz*||/ 


f (z 一 . 
mex, in in f(z yY, 2) 


lz*ll=1 


定理 1.2.8 设 C 为 居中 凸 集 ，zo €C, zeXNC, 则 下 述 命题 等 价 
(1) zo € Po (z); 
(2) 存在 zx € X*, 满足 


|zo| = 1, (z — zo, z0) = |z — zoll, (zo—Yy, 20) 20, Vwe CG; 
(3) FE ri € X*, 满足 
lzi = 1, (z -y, z) > |zo —z]|, Yy € C; 
(4) 存在 z; € X*, 满足 
leži = |z — zoll, (z — u, z2) > |lzo- zll’, Vu € G; 
(5) 存在 z* € Fx (z 一 zo), 满足 
(zo — y, z*) > O, Vy E C. 


证 明 (1)—(2) 
设 zo € Pc(z). 由 引 理 1.2.1, 


i 
inf lz |= max intip z), 
Iz" ||=1 
于 是 存在 z € X*, 
Iz6|| = 1, (z — 1, z5) 20, Vg € C, 
HW E 
— = 1 f — — | f — M < -一 ; + 
|z — zoll = inf |z — || = inf (z — g, 20) S (z — zo, zo) 
< ||: — zollllzoll = lz — zoll, (1.2.11) 
因此 
(z — zo, £0) = |lz — zoll. (1.2.12) 
令 z* = zš/ |z — zoll, 则 由 (1.2.11) 有 
(x — y, 70) 
(=y, 7) = TZ I 
|z — zoll 
. f _ * 
inf (z — y, 20) 


|x — zoll 
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_ |z — z2oll _ 


= = 1, vy € C. 
lz — zol 


因而 再 由 (1.2.12), 有 


(£o — y, z*) = (z — y, z*) — (z — zo, 2) 


> 1- (£ — zo, £0) 
|z 一 zol 
= 0, Vy € C. 
于 是 
(£o — Y, £o) 2 0, V €C. (1.2.13) 


(2) 一 (3). 设 zš € X*, 满足 
lz 让 = 1, (z — zo, z) = |z — zol, (zo —u, z) 20, Yy €C. 
Hz z+ = z, W lež = 1 E 
= (z —zo, zü) + (zo — Y, 24) 
> |z —zo|| +0 
= | 


|z — zoll, vy € C. 


(z ~y, 71) 


(3) 一 (4， 设 存在 ri € X*, 满足 
lai] = 1, £- y, xi) > lx- roll, vec. 


令 z2 = ||z — zol|z1, W 


zz = lz — zoll, 
R. 
(z — y, z3) = |z — zoll(z — y, 71) 
> lz 一 zoll?, Yy € C. 


(4) 一 >(5). 设 存在 r3 € X*, 满足 

|lz2|| = lz — zoll, (z—y, z2) > ||z — zoll”, Vu € C. 
令 z* = r3, 在 上 式 中 取 y= zo, 得 到 lz = ||z — zoll, 而 且 
< (z — zo, Z) 
< ||: — zollllz"| 
< | 


|z — zo||°, 
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于 是 
(z — zo, z*) = |æ — zol? = ||z* l, 
即 z* € Fx(z — zo). 
(£o — y, 2*) = (zo — x, z*) + (z — y, z") 
> — ||z — zo||? + |z — zoll? 
=0, Ww e C. 
(5) 二 (1). 设 存在 z* € Fx (z 一 zo), 满足 
(£o — y, z*) 2 0, Vy €C. 
从 而 
lz — zoll? = Z — To, T*) 
T+ — U, z*) + (y — Zo, z*) 


( 
=( 
= (z — y, Z") — (To — y, z") 
(x-y, z") 

| 


< 
< |lz — llllz" | 


= llz — vllllz — zoll, 


于 是 
|z — zoll < lz 一 名 vy € C, 


即 To € Pc(z). 
定理 1.2.9 设 C 为 X 中 凸 锥 ， 工 为 X 中 子 空间 ， 则 
(1) z € X\C, zo € O, # zo € Pc (z), W Fx (z — zo) n C Z Ø, 其 中 


C? = (z" € X* | (z, z*) < 0, Vz € C). 
(2) z € X\L, zo € L, W| zo € Pr(z) 当 且 仅 当 Fx(z — zo) 1) L+ Z Ø, $P 
L} = {x* € X* | (z, z*)= 0, Vz e L). 
证 明 (1) 因为 zo € Pc(z), 由 定理 1.2.8, 存在 z* € Fx (z — zo) 满足 
(zo — y, z*) > O, Vy € C. (1.2.14) 
由 于 zo € C, 且 C 为 锥 ， 从 而 2zo € C, 在 (1.2.14) AF, R y= 2zo BF, 4931 
(zo, z*) < O. 


再 由 (1.2.14) K, 8 
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(y, z") < (zo, z*) < 0, v €C. 


因此 z* e 0C?, 从 而 
Fx (z — zo) NC? Æ Ø. 

(2) 必要 性 . 设 To € PL (z), H (1) K L+ = Lo, 有 Fx (z 一 To) N L+ = Ø. 

充分 性 . 取 z* € Fx(z—zo)n L+, MH zo € L É LRE, A zo — € L, JA 
而 

(zo — y, z") = 0, VyEL. 

由 定理 1.2.8 rH (5), 知 zo € Pr (z). 

推论 1.2.10 iZ C 21 X PADE, # C 为 中 迫近 集 ， 则 VY z < X, 存在 
To € Pco(z), zí € Fx (C0°) 满足 


£ = To + Tı. 


如 果 C 为 Chebyshev 集 ， 则 分 解 式 唯一 . 
证 明 vz e X, IN C 为 迫近 的 ， 故 Pce(z) = Ø. JX zo € Po(z), 由 定理 1.2.9 中 
(1), 有 
z* € Fx(z — zo) NC? Z Ø. 
令 tı = T — T0, 则 
zı € Fz! (z*) C Fx1(C9), 
而 且 
x = To + Tı. 
# C 为 Chebyshev 的 ， 则 Pc(z) 为 单 点 集 ， 从 而 分 解 式 唯一 . 
推论 1.2.11( 广 义 正 交 分 解 定 理 ) 设 工 为 XX 的 闭 子 空间 . # LX X 中 迫近 
集 ， 则 vz es X, 有 分 解 式 
£ = To + T1, 
这 里 zo € P(x), xı € Fx'(L+). Æ L 18 Chebyshev 集 ， 则 分 解 式 唯一 且 z = 
TLT + zi, T1 E Fx (L+). 其 中 Pr(z) = {rr}. 
证 明 由 推论 1.2.10 K L+ = L, 立 得 . 口 
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定义 1.2.3 RX 为 赋 范 线性 空间 , M c X J X BJ TE, HEAT mu :D(zu) 一 
M, 满足 
mu (z)€ Pu(z), z€ D(ru). 
则 称 rw 为 Pu(z) 的 单 值 选择 ， 这 里 D(mu) = (z € X : Pu(z) Z @). 
特别 ， 如 果 M H X 中 Chebyshev 集 时 ， D(zu) = X,Pu(z) = (mu(z)), TM 
称 为 XX 到 M 上 度量 投影 算 子 . tule) 有 时 亦 记 为 TCM : z). 
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定理 1.2.12 设 X 为 赋 范 线性 空间 ，C HXP, LH X HÆ Chebyshev 
子 空间 ， 则 
(1) C c D(zrc) ËR. zc(z) = z, z € C. 如 果 zeDrc), 则 rc(z) € D(zc), R. 


r (z) = ro(z), z€ D(re), (1.2.15) 
即 映射 rc JE SB. 
(2) 我 们 有 
Illz — rc (z)|| — lly — rc (u)l| < |z — yll, :x,y € D(ro). 


WE o cc, WA 
|z — relz)|| < zll, xE D(rc). 
lre(æ)l| < 2||z]|, z € Dire). (1.2.16) 
(3) # 0 < C, J| zc 在 C 中 每 点 z 处 连续 . 
(4) MÈ z c D(rL) R. y € L, W z +y € D(zr), 且 有 


nL(® +y) 一 TL(Z) + AL(Y) = TrL(z) +y, (1.2.17) 
即 xz 为 拟 可 加 的 
(5) 如 果 x E€ Drz) H. à € R, I 
Ax € D(rr)， mr(Xz) = Xrr(z), (1.2.18) 
即 rz 为 齐 性 的 . 


(6) 如 果 C HÆ Chebyshev HR, £n € D(zc),lim, oo z+ = z, lim,_,ço TC (zx) 
=y, Ji] z € D(zr) E zc(z) = v. Ell zc 为 闭 的 . 

证 明 (1) 的 证 明 是 显然 的 ， 

(2) 对 于 任意 x,y € D(rc), 有 


|z — rc (z)|| < ||z — re) 


| 
lz — yll + lly — re (z)! 


人 人 


iH + 5 y 的 对 称 性 ， 得 


Illz — rc (z)|| — lly — rey) < llz — yl- 
从 而 , H 0eC, xz 8 D(zc), 有 
|z — re (z)|| = Illz — rc(z)|| — Ilê — rc (0)||| 


< ||: — 0|| 


= llzll. 
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于 是 


lret] < l|zc(z) — zl + lizll < 2llæl. 
(3) 设 z, € Dne), zo € C, £n — zo(n 一 oo) . AX 0 € C, MA (2), 有 
|o (za) 一 zol 
< lnc (z+) 一 Za + |En 一 zol 
= |llrc(z+) — znll — llrc(zo) — zoll| + ||£n 一 zol 
= 2||z, — zoll, n = 1,2,.…. 
可 知 rc(zn) 一 zo = mco (zo) (n 一 œ), rc 在 zo 处 连续 . 
(4) ë z € D(xL), y € L. HWA L HÆ Chebyshev 子 空间 ， 所 以 唯一 存在 
Tmr(z) € L. 由 于 工 为 子 空间 ， 故 rr(z) 十 y EL 从 而 
(£ +y) — (mz (z) + y)|| 
-lz 一 zol 
< le — zl 
< |l@ +z) — (z +)||, Vz € L. 
于 是 
Ie +3) — (zz (z) +v) = inf |(z + y) — zl. 
AA L 为 半 Chebyshev 子 空间 ， 从 而 
rz(Z 十 2g) 三 TEL(Z) +y = mL(z) + TL (U). 
(5) Æ z € D(xr), 和 入 ER, 则 有 唯一 xrL(z) € L, Am Xrr(z) € L, T: 
[Xz — Arz (x)| = [lllz — rz (x)| 
<|Az — Mll, vy € L. 
A L 29>É Chebyshev 子 空 间 ， 故 
TLIAT) = Arr(z). 


(6) H C 为 闭 凸 集 ， 故 由 {rc(xn)} C C, %9 y = limn orc(zn) € C. YAE 
离 函 数 的 连续 性 ， 有 


lz- yll = lim |z; — mc(%@na)| 
n— OO 
= lim dist(zxn,C) 
n> OO 


= dist(z, C). 
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A C 为 半 Chebyshev 集 ， 故 rc(z) = v. 口 

推论 1.2.13 I X 为 赋 范 线性 空间 ， 工 为 X 的 Chebyshev 子 空间 ， 则 度量 
投影 算 子 rz WE: 

(1) z¿(z) = mr(z), Vr € X; 

(2) rr(AXZ) = Arr(z), Vz € X,À € R; 

(3) nL(£ +) = mr(z) +y, Vz EX € L; 

(4) rztz 川 入 2llæl]. 

定理 1.2.14 设 X 为 自 反 严格 凸 Banach 空间 , H X WE HHM ( 即 {£n} c 
X,zo € X, lznl = lizol = 1, H z, —5 zo(n — œ). 蕴含 zu 一 zolm > œ)), C X 
X 中 闭 凸 集 ， 则 度量 投影 算 子 rc 为 连续 的 . 

证 明 不 失 一 般 性 ， 假定 9€C. i {rn} C X, £n — roln — 00). Æ tolta) Z 
molto) (n 一 œ) , M| {rc(zn)} 有 子 列 ， 不 妨 使 用 原 记 号 ， 有 


lrc(za) — rc(zo)|| 2 d > 0, n=1,2, +. (1.2.19) 
由 定理 1.2.12 中 (3) 知 
lrc(za)ll < 2llænl, n= 1 2 ……， 
HF X 为 自 反 Banach 空间 ， 故 有 子 列 {rc(znxs)} 满足 


tolza.) Æ 元 (5 — oo). 


因为 C 为 财 凸 集 ， 由 Mazur 定理 ， CHBA, Am zec. 再 由 范 数 的 下 半 连 


|Z — zo|| < lim lnc(zn) 一 zol 和 lim lrc(zn) zoll. (1.2.20) 
n—> OQ m — OO 
应 用 定理 1.2.12 中 (2), 有 
lnc (zn) — znll — lrc(zo) — zoll] < ||zo — znll, n = 1,2,.…, (1.2.21) 


& n 一 co, 由 (1.2.20) 得 


上 -zol < lrc(zo) — zoll. 
再 由 空间 X 的 严格 凸 性 ， 有 
r= no (zo). 


因此 ， 有 


ro(zns) = rc(zo)， 大 一 oo， 


于 是 


5 
Tc(zZnw ) 一 Zn —> Tc(Z0) — Zo, k—> œ. 
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BH X W HEAR (1.2.21) 式 ， 得 
mo (Zn) — Za, > To(zo) — To, n — oo, 
从 而 由 zw 一 zo(n > co), 有 
nc(Tne) > To(zo), k — oo. 


这 与 (1.2.19) 矛盾 ， 因 此 rc 为 连续 的 . L] 
注 记 设 X 为 Banach 空 间 ，C Z X 的 Chebyshev hÆ. 如果 C HBA 
的 ， 即 当 {z c C,z € X, 


|z — zn|| > dist(z,C), n — oo, 


{rn} 一 定 有 Cauchy 子 列 ， 则 直接 易 证 ;度量 投影 算 子 rc :X — C 是 连续 的 ( 见 
[Si). 特别 ， 当 五 为 X 的 有 限 维 Chebyshev 子 空 间 时 ， rr: X 一 工 为 连续 的 . 
定理 1.2.15 i X JAR, Mii Banach 空间 ， 工 为 XX 的 闭 子 空间 ， 则 下 
述 命 题 等 价 : 
(1) rz 为 线性 算 子 ; 
(2) zz (9) 为 XX 的 线性 子 空间 ; 
(3) Vy € L, 7z1(y) 为 X 中 的 线性 流 形 . 
证 明 (1) 一 >(2). 显然 . 
(2)= (1). 首先 证 
rr (0) = íz —mkr(z): z € X). (1.2.22) 
因为 
7Tz(Z 一 TLZ)) = 0, 
所 以 
{x — nr(£): x E X} Cry (0). 
RZ, Vre Tr (0)， 即 zr, (z) = 0, 从 而 


T=7X—0=7— 7L(7). 


BẸ 
my (0) C [z —mkr(z) : z € X). 


因此 (1.2.22) 成 立 . 
由 于 rr (0) 为 线性 的 ， 由 (1.2.22), 知 


{z 一 rzZ): z€ X) 


为 X 的 线性 子 空间 ， 从 而 V x,y e X, 有 
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(z — rr(z2)) + (y — TrL(y)) = (z +) — rz (z + t), 
两 边 消去 z + u, 得 到 
Tr(z +1)= Tr(z)+ TL(U), 


即 rz 可 加 的 . 再 由 rz 的 齐 性 ， 知 rz 为 线性 算 子 . 
(2) 二 (3). AVE V y € L, 


nmr (y) 一 十 T7 (0). (1.2.23) 
veer (y), 从 而 由 ye L, 有 
Tr (z — y) = rr(z) — y = 0, 
于 是 x 一 ye zr (0), Bp 
r€u+m (0). 
反之 ，YV xz Ey 十 mz (0), 则 存在 ve zr (0), E z= y +u, 于 是 又 由 yeE 工 及 rr 的 
拟 可 加 性 有 


nL(T) = rL (g + u) = Thy) = t. 
即 z € zr! (y), 由 此 及 rz (0) 的 线性 得 
nz (u) = 十 TD (0) 
(3) 一 (2). H rz (y) =y + mr (0) 立 得 . n 
定理 1.2.16 ił X X Banach ZE], L X Chebyshev 子 空间 ， z£: X — L 
为 度量 投影 算 子 ， 已 :X 一 工 为 单 值 算 子 ， 则 已 = rr — 
(1) P (9) = Fx (L+), 
(2) P(z +z) = z(z) + v, VZEX yEL. 
证 明 必要 性 . i4 P = zk, M (2) 为 真 . FELE (1), Vz 8 P0), A zr(z) = 0, 
由 广义 正 交 分 解 定 理 (推论 1.2.10), 存在 唯一 zi € Fx (L+). 满足 
2 = 7Tr,(z) +z = 21 € Fzx1(L--), 
BẸ 
P 1(0) c Fx (L>). 
反之 ，Y zx € Fx!(L+), 与 上 同 理 ， 存 在 唯一 的 zi € FZ (L+), 满足 
T= TLT) + 71. 
另 一 方面 
z = 0 + z, 08 L, z € FZ (L>). 
由 分 解 式 的 唯一 性 ， 有 rL) = 0, 从 而 
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xz E n7 (0) = z 1(0), 


因此 
Fr (L+) CT 1(0). 


充分 性 ，vz c X, WE P(z) = rr (2). 
首先 ， 由 于 工 为 Chebyshev 子 空间 ， rr(z) 唯一 存在 ， 且 rzr(z) € L. 
对 于 上 面 的 r, 应 用 广义 正 交 分 解 定理 ， 有 


Z= Tr(z)+ 71, zı € FZ (L+). 
H &# (1), cı € P710), 即 P(x1) = 0, 再 由 条 件 (2), 有 
P(z) = P(xr(z) +m) 
= q(x) + P(z1) 
= TI(Z)， 


因此 
P = TL. O 
定理 1.2.17 i$ X BE Banach 空间 ， zi c X*, L= (ze X | (z, zà) =0} 
为 X 中 的 超 平面 ， 则 


(1 Vz € X , 
Pr(z) = z — -n Fz (x:), (1.2.24) 
这 里 的 等 号 为 集合 相等 . 
(2) # X 自 反 ， 严 格 凸 ， 则 z; 为 有 界线 性 算 子 ， 且 Vz e 义 , 有 
Tr (z) = z — V, 20) Fx1(z0). (1.2.25) 
zoll 


证 明 HPE L = (z€ X | (z, zü) = 0} 为 XX 中 极 大 线性 子 空间 , 取 zo E X\L, 
则 (z, zy #0 H | 
X =L + frzo: TER}. 
今 
H = {Mt: Me RÝ}, 
B3M H cL EZ, Vr*eLt, S 


Mj V z € X, 3zi € L, ne R! 满足 


x£ = Tı + 7070; 
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于 是 
(x, z*) = To(Zo, Z*). 
而 
(x, ozo) = ToÀo(Zo, £0) 
- Eo, nlo, z) 
= To (Zo, r*). 
TE 
(z, z*) = (z, 和 OZ0)， vz € X. 
从 而 
Z = X0oZ0 € H, 
因此 
H = LŁ. 
下 面 证 (1.2.24) R. 


Vr€e X H XWB EF, Pr(z) =Z @. Ë zo € Pr(z). 由 定理 1.2.8 中 (2), 有 
Fx(z — zo) N L+ Z Ø. 
因为 L+ = H, 从 而 存在 Xo € R, 满足 


Aoz € Fx(rz 一 zo)， 且 xe L-. 


rT— zo EFx (Nr) = NFx (x8). (1.2.26) 


W zí € Fx (x3), 满足 
T — To = 入 0Z1. (1.2.27) 


用 zi 作用 (1.2.27) ARA, A 


(£, £0) = (To + àoz1, T0) 


= \o(T1, T0) 
= Àollzol|2, 
于 是 (z, zt) 
Ao = n (1.2.28) 
zó ll 
再 由 (1.2.26) 及 (1.2.28) 有 
Zo € z — T TÒ) p-1(z2), 


即 ， 
Pr(z) c z — D pel(z). 


区 
反之 i z E x— (£, T5) 严 -1 “) 取 e Fo!( * 满足 
Cr agja x C) t m E Fx (ed, 
(Z, £5) 
To = T — T1, 
zg]? 
易 知 (Zo, 70) 一 0, 从 而 To € L, H. 
(z, 70) —1 * 
Z — To Eej X (xò) 
= F7! (F iag) ， 
x A zl 
ym (z, z TO) =a € F(x — zo) 
jage e S E T o 
再 由 sie 万, 知 


Fx(z — zo) N L+ Z Ø. 
于 是 由 定理 1.2.8 中 (2), 知 
zo € P(T). 
因此 


(Z, ZO) pl 
Z 一 Pa) C Pr(z). 


(2)H X 的 目 友 ， 严 格 凸 性 及 (1) 可 得 . 口 
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Banach 空间 中 有 界线 性 投影 算 子 、 度 其 投影 算 子 都 满足 有 界 性 、 齐 性 、 拟 可 加 
性 及 特等 性 . 由 此 ， 我 们 在 赋 范 线性 空间 中 引入 (EF) 拟 线 性 投影 算 子 的 概念 . 
我 们 证 得 ;在 自 反 Banach 空间 X 中 ， 对 每 个 闭 子 空间 L, 都 存在 X 到 世上 的 有 
界 拟 线 性 投影 算 子 SL, 如果 X 为 非 空 Hilbert 空间 的 自 反 Banach 空间 ， 工 为 非 
超 平面 的 闭 子 空间 ， SL 一般 为 非 线 性 的 非 度量 投影 算 子 . 

1. 拟 线性 投影 算 子 的 定义 与 性 质 

首先 引进 赋 范 线性 空间 中 拟 线 性 投影 算 子 的 定义 . 

定义 1.3,1 设 S 为 赋 范 线性 空间 X 中 的 算 子 ， 令 工 = RS) 为 5 WB X, 
如 果 S 满足 : 

(i) S 为 齐 性 的 ， 即 S(Az)= XS(z), z€ X,À € R; 

(ü) 5 ARGH, HI S? = S; 
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(ii) 5 为 拟 可 加 的 ， 即 对 任意 x € X,y EL= R(S), 有 
S(z +u) = S(z) 十 2， 


则 称 5 为 X 到 工 上 的 拟 线 性 投影 算 子 .如果 S 还 满足 

(iv) S 为 有 界 的 , 即 S 将 有 界 集 映 成 有 界 集 ， 则 称 S 为 式 到 亏 上 的 有 界 拟 线 
性 投影 算 子 . 

iz X, Y 为 Banach Z0), IA X E Y 的 有 界 齐 性 算 子 所 构成 的 集合 为 H(X,Y)， 
将 其 装备 通常 的 线性 运算 ， 日 定义 范 数 

ITI = up. IT), Te H(X,Y), 

则 (H(X,Y),||: |) 为 Banach 空间 ， 简 记 为 H(X,Y). 

引 理 1.3.1 如 果 工 为 赋 范 空间 X 中 齐 性 算 子 ， 则 下 述 命题 等 价 : 

(i) T 为 有 界 的 ; 

(ii) 存在 正 数 C > 0, 满足 

|IT'(z)|| < Cllzll, z € X; 


(iii) T 在 零点 0 处 连续 . 
证 明 (i= (i). 如 Gi) 不 真 ， 对 自然 数 ”> 1 存在 ze X, 满足 
T(za)| > 2n||zn]| (m= 1,2,.…), (1.3.1) 


从 而 zn # O(n > 1), M Lan MAN. 然而 
kpl- TA > 2 
这 与 (i) 矛盾， 


Gi) (iii). 明显 . 
(ñi) =(iü). 如 (ü) 不 真 ， 对 自然 数 n> 1, 有 z, 8 X 满足 (1.3.1), 由 于 了 为 齐 


性 算 子 ， 有 
T( lT izn) 
peep- Ze -12 
FEJ’ (n — eo). fB 
Ti r) + T'(0) = 0 (n — oo), 
这 与 (ii) 矛盾 . 
(H) =(i). 明显 . 


记 H(X) = H(X, X), L X X WATAN. 令 
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QL(X) = {S € H(X) :5 为 有 界 拟 线性 投影 算 子 且 L= R(S)), 
则 有 下 面 的 定理 . 
定理 1.3.1 设 X 为 赋 范 线性 空间 ，5 为 XX 中 有 界 拟 线性 投影 算 子 , L = R(S), 
则 有 
(1) 工 为 X 中 闭 子 空间 ; 
(2) Q+ (X) 为 空间 H(X) 中 团 仿 射流 形 ; 


3) dist(T,QL(X))= inf |I-s > 1; 
(3) dist(T, Q (X )) ci | mo 


(4) So € QL(X), 满足 |I — Solla) = 1, El So 为 了 到 Qr(X) EREB, 

当 且 仅 当 对 每 个 ze X,So(z) ELÄ rA L EWR, B 
|z — So(z)||x = dist(z, L). 

证 明 (1) 因为 S 为 齐 性 算 子 ， 从 而 S 的 值 域 L= R(S) A X 中 的 齐 性 集 ， 
即 对 任意 zeEL, 和 AER, 有 MrelL. 

对 任意 xz,y € L = R(S), 由 S 的 拟 可 加 性 与 容 等 性 ， 有 

S(T+Y) = S(z) Tu = Z +Ç, 

AT z+ € R(S) = L, E] LA X 的 线性 子 空间 . 

为 证 工 的 闭 性 , ER zo € L K {rn} C L Ë zo — za — 0 (n> co). 因为 5 为 
有 界 齐 性 算 子 ， 由 引 理 1.3.1, 5 在 0 处 连续 .于 是 

S(zo — Tn) = S(zo) — z — S(0) =0 (n —> œ). 

于 是 zo = S(zo) € R(S) = L, BI L JX X 中 的 团子 空间 . 

(2) 先 证 QL (X) 为 H(X) 中 仿 射流 形 . 

任 取 S1, S2 € QL(X), À € R, 今 S = 入 91 十 (1 一 入 ).92， 则 S € H(X). 

对 任意 r€ X, H Sı 与 S> HRT, 有 S19S2(7) 一 S2 (z) H S281 (x) = S (z), 
再 由 S, 与 S; 的 齐 性 与 拟 可 加 性 ， 有 

S2(z) = [AS1(7) + (1 — A)S2(2)][AS1 (z) + (1 — NS2(7)] 
= 2 + (1 AS) + AC — A) + (1 — A2]S;(2) 
= S(z), 

即 S HERH. 

对 任意 z € L, 有 Si(z) = S(x) = z, 从 而 z = ASi(x) + (1 -— à)S2(£) = S(x) € 
R(S) B L c R(S). 反之 ， 对 任意 ze X,S,(z) € L c R(S), B. S,(z) € L c R(S), 


AA Sı S(x) = AS? (z) + (1 — A)S1S2(7) 


= ASı (T) + (1 — ÀA)S2(z) 
= S(x). 
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因此 ，S(x) e R(S1)= L, 从 而 R(S) c L, 因此 L = R(S). 
最 后 证 S 为 拟 可 加 的 ， 从 而 Se<sQr(x)Qr(X) 为 仿 射 集 . 
对 任意 ZEX,yE 工 = R(S), BF L = R(S1) = R(S2), 且 51 与 S; 为 拟 可 加 


的 ， 我 们 有 S(z +y) = [AS1 + (1 — A)S;](z +) 


= ASi(z +y) + (1 — A)S2(z +) 
= À[Si(z) + y] + (1 — A)[S2(z) + y] 
= S(z) + g, 
ED S 为 拟 可 加 的 . 
再 证 QL(X) Æ H(X) 中 为 闭 的 . 
设 {Sn} c QL(X), 使 得 
|| S, 一 Slao — Ü (m — oo), 


需 往 证 5 € Q1(X). 

由 H(X) 的 完备 性 ， 知 Se H(X). 对 任意 x € X, 有 

S (z) = lim Sn(z) = lim Sn(z) = S(z), 

因此 5? = s. 

FHE L = R(S). 对 任意 y c R(S), 存在 z € X, 满足 y = S(z), EH LWA 
性 ， 得 

y = lim Sn(T) € L. 
2 = im S,(z) = S(x) € R(S), 


ix L c R(S), 因此 L = R(S). 
最 后 证 S 为 拟 可 加 的 ， 
对 任意 ze X,y € L = R(S), BF L = R(S,)(n = 1,2,…),Sn 为 拟 可 加 的 则 
有 
S(x +z) 一 lim S, (z +y) 
一 lim [S,,(z) +y] 
= S(x) +y. 


因此 S e Qr(X), 从 而 QL(X) 为 闭 的 . 
(3) 对 于 任意 S e QL(X),z € XNL, 因为 工 为 闭 子 空间 , 故 上 x 一 S(x)l|x > 0. 
H 5 的 拟 可 加 性 与 帘 等 性 ， 有 
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(I — S)(z — S(z)) = z — S(x), 


于 是 
lz 一 8(z 咱 xs 和 人 一 8zoollz — S(z)||x. 
因此 
lI — Slao 2 1, 
从 而 


dist(T, Q, (X)) > 1. 
(4) 必要 性 . 设 So € QL (X) 使 得 
上 一 sollaoxc = 1, 
则 对 任意 we R(I — So) = N(So),Q 与 zeR(So), H So 的 医 等 性 与 拟 可 加 性 ， 有 
So(w — z) = So(w) — z = —z, 


wlx = II — So)(w — z)||x 
< |Z — Solla llw — z||x 
= |w — z||x, 


因此 
wllx = dist(w, R(So)). (1.3.2) 


对 任意 z € X, Solz) € L, 又 对 任意 yeE 工 = R(So), 有 
x — y = (I — So)(z) — So(z — z). (1.3.3) 
£ w = (I — So)(z), z = Soly — z), W) w € R(I — So) = N(So),z € R(So), 由 (1.3.2) 
与 (1.3.3) 式 ， 有 
læ — yllx = IIH — So)(z) — Soly — z)||x 
> dist((I — So)(z), R(So)) = ||z — So(z)||x; 


于 是 
lz — So(z)||x = dist(z, D). (1.3.4) 


充分 性 ， 设 对 任意 的 z EX,(1.3.4) 为 真 . 首先 ， 对 x 有 分 解 式 
Z 一 9o(Z) 十 (7 一 9o)(Z) = v + z, 
这 里 y= So(z) € R(So), z = (I — So)(z) € R(I — So) = N(So), 从 而 有 
|lz||x = llz — (—u)||x 
> |z — So(z)||x = ||z — So(I — So)(z)||x 
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= lzllx =| 一 oz 川 x， (1.3.5) 
TA 
Z — Sollgex) = 1. 口 
定理 1.3.2 设 针 为 自 反 、 严 格 凸 Banach 空间 ， S 为 X 中 有 界 拟 线性 投影 
算 子 ， 工 = R(5) 为 5 的 Chebyshev 值 域 , 则 $ 为 和 到 二 上 的 度量 投影 当 且 仅 当 
S-l(0) = FZ (L+), 这 里 Fx 为 空间 X 的 对 偶 映 射 . 
证 明 应 用 定理 1.2.16 立 得 . 口 
2. 有 界 拟 线性 投影 算 子 的 存在 性 


如 所 周知 ， 对 于 Banach 空间 X 中 每 个 闭 子 空间 L, 都 存在 X S LEWER 
线性 投影 算 子 ， 当 且 仅 当 X 与 某 Hilbert 空间 拓扑 同 构 IPT], 对 Banach 空间 X 中 
每 个 闭 子 空间 L, 都 存在 XX 到 L 上 的 度量 投影 算 子 ， 即 L X Chebyshev 子 空间 的 
充分 必要 条 件 是 空间 X B 2. jej Si 因而 ， 在 自 反 非 严格 凸 Banach 空间 X 
中 ,如 果 X 又 不 与 Hilbert 空间 拓扑 同 构 ， 则 在 X 中 必 存 在 闭 子 空间 L, 与 Lo, 使 
X 到 Zi 上 不 存在 有 界线 性 投影 算 子 ， X 到 L, 上 不 存在 度量 投影 算 子 . 我们 有 
下 面 的 定理 ; 

定理 1.3.3 i X 为 自 反 Banach FAJ, LXX 中 闭 子 空间 ， 则 存在 关 到 工 
的 有 界 拟 线性 投影 算 子 SL, 有 日 当 X 为 非 Hilbert 空间 ， 且 工 为 非 超 平面 时 ，5L 一 
般 为 非 线 性 的 非 度量 投影 算 子 . 

证 明 (1) xX AAR., iii Banach 空间 . 

X 的 闭 子 空间 LH X BJ Chebyshev 子 空间 , irr: X — L 3⁄2 X #I| L EW 
度量 投影 算 子 . 

对 于 任意 的 yo Z L, 由 Hahn-Banach 定理 ， 存 在 连续 线性 泛 函 y* X* 使 得 
(y* yo = 1 H. (*,z) = 0,z € L. 

JX zo € L H zo Z mr(uo), 定义 


S(y) = z(u) — (u"*,)[mL(uo) — zo], (1.3.6) 
则 5 TRK X 中 有 界 齐 性 算 子 ， 且 R(S) = 
S(yo) = TL(Y0) 一 (办 ,yo)[rz(yo) — zo] = zo. (1.3.7) 
对 于 任意 ze X,ye 工 = R(S), 有 
S(x +y) = mr(z +y) — (y*, z + u) (uo) — zo] 
= Tr(z)+ y — (y*, z)[rz (y0) — 20] 
= S(z) +y. 


因此 ， 5 为 拟 可 加 的 ， 
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对 任意 ze 和 有 
9 (z) =mr(S(z)) 一 (人 3S(z))[rrz(yo) 一 20] = 3(z)， 


即 5 WA SB. 

综 上 所 述 ，5S 为 人 到 工 上 的 有 界 拟 线性 投影 算 子 . 

由 于 5S(yo) = zo 关 7L(W0), M L Æ Chebyshev 子 空间 ， 和 到 三 上 的 度量 投影 
算 子 只 有 rL, 因而 9 为 X 到 世上 的 非 度量 算 子 . 

如 果 X 为 非 Hilbert 空间 的 自 反 Banach 空间 ， 而 工 又 非 为 X 中 闭 超 平面 ， 
则 一 般 说 来 ， rz :七 一 工 为 非 线性 算 子 ， 从 而 3 : X 一 工 为 非 线性 算 子 . 

(2) 设 X 为 自 反 非 严格 凸 Banach 空间 ， 则 由 ([Yul] p.299, 表 (D) X ETER 
与 原 范 数 || : || 等 价 的 严格 凸 范 数 |: a. 三 亦 为 自 反 严格 凸 Banach 空间 (X, || : Ila) 
中 闭 子 空间 ， 从 而 为 Chebyshev 子 空间 . W ôr 为 (X, 上 :i) 到 工 上 的 度量 投影 算 
+. 

选 yo Z L, zo € int L, 则 

和 (yo) € L\intL, (1.3.8) 
因此 zo Z #r. (o). 
类 似 (ES S: X 一 万 如 下 : 


Sly) = 人 0) — (y* yâr (yo) — zo), YE X, 


HH y" e Ll B (yt yo = 1. H (1), S AA (X.I | i) 到 工 上 的 有 界 拟 线性 投影 算 
F, mE S(yo) = zo. 
由 (1) 可 知 , Æ X HAE Hilbert 空间 , 且 工 为 非 超 平面 的 团子 空间 时 , S: X — L 
一 般 为 非 线性 算 子 . 
下 面 证 : 
IS(yo) — voll > inf jz — yoll, (1.3.9) 


从 而 9 在 X 中 为 非 度 基 算 子 . 
事实 上 ， 因 为 5(yo) = zo € int L, 从 而 存在 r > 0, 使 


B(zo,r) = {z € X |z — zoll < r} c L, 
作 X 中 连接 zo 与 yo 的 线段 
[zo, yo] = {Azo + (1 — Ajyo | 0< A<1). 
由 于 yo Z L, zo € B(zo,r) C L, A ||zo — voll > r. < 
£a =Àzo+(1— À) ， 0<)A£<1, 


则 
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zo — zall = (1— A)llzo — yol, 0 < A <1. 
X f: [0,1] 一 RY 为 
FA) = |l — zall = (1 — A)llzo -yl O<A<1, 
则 /为 连续 函数 ， 卫 
f(1)=0<r < |zo — yoll = (0). (1.3.10) 
由 介 值 定理 ， 存 在 和 Ao € (0,1), 使 
J(Ào) = ||zo — zxoll = r, 
于 是 
Tao € B(zo,r) C L. 
H (1.3.10), 有 
inf lz — voll < ||zx; — voll = llz0 — yol| — r 
< ||zo — voll = ||S(go) — voll. 

因此 (1.3.9) 式 为 真 . 口 

3， 有 限 秩 拟 线 性 投影 算 子 的 允 近 问题 

1973 年 ，P. Enflo" 给 出 著名 的 反例 表明 : 存在 可 分 的 Banach 空间 , 在 其 中 
恒 等 算 子 在 紧 集 上 不 能 用 有 限 秩 有 界线 性 投影 算 子 列 一 致 逼近. 这 表明 有 限 秩 有 
界线 性 投影 算 子 还 不 够 “多 ”. 利用 有 界 拟 线性 投影 算 子 可 以 解决 这 个 逼近 问题 . 

定理 1.3.4 设 X X Banach 空间 ， 恒 等 算 子 了 在 六 中 任何 相对 紧 集 B 上， 
均 可 由 一 列 有 限 秩 连续 拟 线性 投影 算 子 所 一 致 允 近 ， 即 存在 一 列 连续 拟 线性 投影 
FT {Sr}, 满足 dim R(Sn) < co, H 


sup |(I — S,)(z)|| > 0, no œ. (1.3.11) 
r€ B 


证 明 将 证 明 分 两 步 . 
(i) X 为 严格 凸 Banach 空间 . 
因 B 为 X 中 相对 紧 集 ， 对 任意 自然 数 n > 1, 在 中 存在 有 限 的 — 网 
{z1, £2, Emn} 满足 
Bc U B(z 二 )， (1.3.12) 
取 Xn = span{21, £2, , Em, } Xn HR Banach 空间 X 中 的 有 限 维 闭 子 
空间 ， 从 而 X, 为 Chebyshev 子 空 间 . $ 


S, =mTx,, n=1,2,::: 


? 
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则 dim R(Sn) = dim Xn < co. 且 由 推论 1.2.13, S, 为 从 X 到 X, 的 拟 线 性 投影 算 
子 ， 再 由 定理 1.2.14 后 面 的 注 记 ， S, = mx, 从 X 到 Xn 上 是 连续 的 .从 而 {Sr} 
为 有 限 秩 连续 拟 线性 投影 算 子 列 . 

对 任意 z € B, 存在 Ti (1 < ¿o < mn)， 


læ- zall < 二 
to An` 
由 于 -t € Xn, 由 推论 1.2.13, 
S, (z 一 Tio) = Sn (z) 一 Tio; 


H 
Sn (2) — z, || = ||S,(z — z, )|| 
= |lzx, (z — Tio 
< 2||z — zo || 
< =, n=1,2,::: , 
于 是 
Jd — S,.)(z)|| = llz — S. (zl 
< |lz — zo || + lzio — S, (z)| 
< — + = Ž n=1,2,:-: , 
因此 


3 1 
I — S, < — — . 
sup ||( DI S— 0 n— oo 


(ü) X 为 非 严 格 凸 Banach 空间 . 
因为 已 为 X 中 相对 紧 集 合 ， 令 
X = span(B), 
则 X, 为 可 分 的 Banach 空间 ， 由 再 赋 范 定理 ( 见 [Yul]p.280, 推论 5.3.7), Æ Xi 上 
可 赋 等 价 的 严格 凸 范 数 |l la 即 存在 c,d > 0, 满足 
c||=|| < llel < dllzll, z € Xi, 


RA. (Xi, l l) 为 严格 凸 Banach 空间 ， 简 记 为 Xi. B c Xi 亦 为 Xi 的 相对 紧 集 . 
由 (i) 所 证 ， 在 X, 中 存在 有 限 秩 连续 拟 线性 投影 算 子 列 {5%}, 对 任意 s > 0, 
存在 N > 1, 使 得 当 n > N 时 ， 有 


sup ||(I — S,,)(z)|| < ce. 
EB 


因为 范 数 | Ü 与 上 等 价 ,从 而 {5%} A X 中 有 限 秩 连续 拟 线性 投影 算 子 列 
(在 X 中 ， S, 不 一 定 为 度量 投影 算 子 ), 且 当 mi > N 时 ， 有 
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1 
sup ||(I — S,)(z)|| < -= sup ||(I — S,)(z)|i < £, 
z€ B C ze 万 


Bp 
sup |(I — S,)(z)|| > 0, n — œ. D] 
z€ DB 


[LE #] 


本 章 首 先 分 别 介绍 了 Banach 空间 中 有 界线 性 投影 算 子 ， 度 其 投影 算 子 ,然后 
统一 到 有 界 拟 线 性 投影 算 子 中 . 

$1.1 结合 拓扑 可 补 子 空间 ， 引 入 并 研究 了 有 界线 性 投影 算 子 ， 见 [DS], 其 中 
空间 ls(p Z 2) 中 ， 存 在 不 可 补 的 闭 子 空间 ， 首 先 由 Muray M] 给 出 证 明 , 但 由 
SobczyklS9 给 予 简化 ， 本 节 相 应 内 容 取 自 [Zao]. 定理 1.1.7 为 一 个 重要 的 结果 ， 见 
ILT] 或 [Yu2]. 

81.2 关于 Banach 空间 的 对 偶 上 映射 及 其 对 空间 几何 性 质 的 刻画 ， 见 [BP]. 引 
JH 1.2.1 及 其 证 明 取 自 定 光 桂 的 专著 串 . 利用 凸 分 析 对 其 简化 证 明 见 [BR]. 定理 
1.2.9 取 自 王 玉 文 与 李 志 伟 的 论文 [WL1]. 广义 正 交 分 解 定 理 (推论 1.2.11) 在 研究 
度 基 广义 逆 时 , 起 到 关键 作用 , RAH [WhW]. 有 关 度 量 投影 算 子 的 内 容 取 自 [Si], 其 
中 定理 1.2.16 与 定理 1.2.17 取 自 王 玉 文 与 于 金 凤 的 论文 [WY1]. 

61.3 将 有 界线 性 算 子 与 度量 投影 算 子 的 三 条 共有 性 质 作 为 公理 ， 给 出 有 界 拟 
线性 投影 算 子 的 定义 ， 参 见 王 玉 文 、 李 双 至 的 [WLZ]. 在 自 反 (aE Hilbert 空间 ) 无 
穷 维 Banach 空间 中 的 每 个 闭 子 空间 上 ， 均 存在 有 界 拟 线性 投影 算 子 ， 使 其 既 非 有 
界线 性 投影 算 子 ， 又 非 度量 投影 算 子 的 例子 ， 由 栾 从 海 与 王 玉 文 [LW] 给 出 ， 其 中 
81.1 中 的 3* 首次 阅读 可 略 去 . 

本 书 所 需 的 Banach 空间 几何 的 知识 ， 参见 [Yul] 或 南朝 勋 未 出 版 的 讲义 
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在 MoorelMo] ARAD ERE S mñ Z Bf, FredholmlFre] Hilbert, Schmidt, 
Bounitzky, Hurwitz( 参 见 [HS]) 等 学 者 曾 研究 过 积分 算 子 、 微 分 算 子 的 广义 逆 ， 在 
Moore 引进 矩阵 广义 逆 之 后 ， PenroselEel 引进 Penrose 条 件 之 前 ， Y.Y.Tseng( 曾 
远 荣 ) 7s1~1s5 引进 Hilbert 空间 线性 算 子 的 广义 道 . 近年 来 ， 由 于 科学 技术 的 发 展 
各 实际 问题 的 需要 ， 人 们 对 抽象 空间 中 线性 算 子 的 广义 道 的 研究 产生 了 浓厚 的 兴 
趣 . | 

本 章 中 , 我 们 将 对 Banach 空间 内 线性 算 子 的 线性 斜 投影 广义 逆 的 定义 、 性质、 
扰动 及 其 应 用 进行 介绍 . 


82.1 旋 性 内 道 与 线性 外 道 


1. 线性 变换 的 内 北 与 外 逆 


设 V 为 线性 空间 ， Vi, V2 为 V 的 线性 子 空间 .如果 VV = V, +V, ( EM), 
则 称 V, Æ V 中 代数 可 补 ， V; 为 V, 的 代数 补 子 空间 . | 

V 内 线性 大 等 映射 P, 称 为 了 内 的 线性 投影 ， 记 R(P), N(P) 分 别 为 P 的 值 
RSZ, M 

V = R(P)+N (P). 

令 Vi = R(P), V2 = N(P), W| P RA V AW Ww 到 Vi 上 的 线性 投影 . 

由 定理 1.1.1, 线性 空间 V 内 每 个 线性 子 空间 工 均 为 代数 可 补 子 空间 . 

设 U,V 为 线性 空间 ，L(U,V) 为 从 U 到 V 的 线性 变换 全 体 组 成 的 线性 空间 . 

定义 2.1.1 T e L(U,V). Æ S e L(V,U) R%# E 


TST = T, (2.1.1) 


则 称 5 ZJ T BJ#RPEDIM. T WJ—VJ#RFED S BJ 2 IKiu 2 IT). 显然 I(T) 为 L(U,V) 
中 的 仿 射 流 形 . 

S 是 线性 内 逆 ， 可 简称 为 内 逆 ， 也 称 为 偏 递 或 1- 道 ， 记 为 了-. 

定理 2.1.1 M U 到 V 的 每 个 线性 变换 T es L(U,V) 均 存 在 线性 内 逆 S < 
L(V,U). 

证 明 线性 子 空间 N(T), RT) 分 别 在 0 与 V 中 代数 可 补 . 设 M 与 G 分 别 
为 U 与 V 中 线性 子 空间 ， 使 得 

U=N(T)+M R. V= R(T)+G. 

& T = T|u, MJ T : M 一 RT) 为 一 对 一 到 上 的 线性 变换 ， 从 而 有 逆 线 性 变换 

T-1: R(T) 一 M, 满足 M = R(T-1). | 
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EX S: V MI 
S= T-1Q, 
Teri Q : V — R(T) 为 在 V 中 沿 G 到 R(T) 上 的 线性 投影 ， 于 是 Se L(V,U), 而 
H Yu € U, ff u = uo +u, uo E N(T), u, € M, 因此 
TSTu = T'T1QTui = Tu, = Tu. 


即 S 为 了 的 线性 内 道 . 口 
定理 2.1.2 i Te L(U,V), S e L(V,U) 8 T ËJ 34. W 
(i) 线性 变换 I — ST 为 沿 M 到 N(T) 上 的 线性 投影 上 且 N(T) = R(I — ST); 
Vz € U, (I 一 ST)z 为 齐 次 方程 Tz = 0 的 解 ; 
(ii) Vy € V, 方程 Tz = y 有 人 解 当 且 仅 当 TSy = y; 
Gii) Yy € R(T), 方程 Tz = y 的 通 解 为 Sy + (I — ST)z, z € U; 
(iv) Yy € V, Sy 为 方程 Tz = y 在 下 述 定 义 下 的 “ 通 近 解 ">， 即 Sy 为 “投影 ” 
方程 
Tr = Qy 
的 解 ， 其 中 Q 为 在 V PR NTS) 到 R(T) 上 的 线性 投影 . 
WEBA (i) I 一 ST BRAR, A$H, H RU- ST) C NT). RZ, We 
N(T), u = (I — ST)u € R(I — ST). Yz € U. T(I — ST)z = 0. 
(ii) RELEE. vy € V, 设 Tx = y AH zo, BE Tro = y. 由 内 道 的 定义 ， 
有 TSy = TSTzo = Tro = v. 因此 
T Sy =y. 


(iii) 显然 . 
(iv) 由 定义 2.1.1 知 T'S HEFH, H R(TS) = R(T). 又 TS 为 线性 的 ， 从 而 
V = R(TS) + N(T'S) = R(T) + N(TS). 
É Q = TS, M Q AEV P N(T S) 到 R(T) 上 的 线性 投影 ， 因 此 ， 
T Sy = Qy. 
即 Sy 为 Tz = Qu 的 解 . 口 
定理 2.1.3 i4 T e L(U,V), S e L(V,U) XT WAH, HJ 
(i) ST 为 U 中 线性 投影 ，R(ST) C R(S), N(ST) = N(T) Ë. 
U = R(ST) + N(ST) = R(ST) + N(T). 
(ü) TS 为 V 中 的 线性 投影 ，N(S) C N(TS), R(TS) = R(T) R. 
V = R(TS) + N(TS) = R(T) + N(TS). 
(iii) R(T) A N(S) = {0}. 


证 明 (i) 由 定义 2.1.1, RADE N(ST) = N(T). 显然 N(T) c N(ST). X 2, 
vu EN(ST), 有 STwv = 0, AM 


Tv = TSTv = T 0 = 0, 


El ve N(T). 因此 N(T) = N(ST). (ü) 与 (ü) 同 理 可 证 . 口 

定理 2.1.4 i$ T e L(U,V), Se D), 则 下 述 命题 等 价 

(a) $ € I(T); 

(b) TS AFFE R(T'S) = R(T); 

(c) TS 为 里 等 的 且 V = R(T) + N(TS); 

(d) ST HERE N(ST) = N(T); 

(e) ST HRB HE U = N(T) + R(ST); 

(f) vy € R(T), Sy 为 方程 Tz = y 的 解 . 

证 明 (a)—(b)=(c)=(b) BBW. 

(b)=(a). 设 TS RSH R(T'S) = R(T). vz € U, Tx € R(T) = R(TS), 从 而 存 
Æ y € V, Í# Tr = T Sy, Fi 

TST = TST Sy = TSy = Tr. 


因此 S e I(T). 
(a)=(d)=(e). 显然 . (e)=(a). 
设 (e) 为 真 . Vz € U = N(T) + R(ST), W z = zo+zl zo € N(T), xı € R(ST). 
设 rı = STA, yı € U, 则 
TSTz = TST(zo + z1) = TSTzi 
= TST STy = TSTy 
一 人 zl = Tr. 


因此 ，TST=T. 即 SeT). 

(a) 倒 (了). 由 定理 2.1.2, 易 知 . o 

定理 2.1.5 iT e L(U, V), Se L(V,U) » T BJ W. $ P = I-ST, Q = T'S. 
又 设 P' 与 @' 为 U 与 V 中 的 线性 投影 ， 且 R(P') = N(T), R(Q') = R(T). Wi 

Ss'=(I+P-P)S(I-Q+Q" 
= (21 — ST — P')S(I -TS + Q’) 

为 了 的 线性 内 道 ， HBH. I-ST = P', LS' =Q. 

证 明 it S e L(V.U) X L e L(U,V) JWWi. $ P = I— ST H Q = TS, 则 
U.V 有 代数 直 和 分 解 


U = R(P)+ N(P) B. V = R(Q) + N(Q), 


62.1 线性 内 逆 与 线性 外 道 . 41 ， 


这 里 R(P)= N(T), R(Q) = R(T). 

设 8 :V 一 R(T) 为 男 一 个 线性 投影 ， 使 R(Q) = R(T). 

现 求 S 8 L(V,U), 使 得 TS = Q' (此 时 ， TS'T = QT = T)， 为 此 ， 选 
C e L(V,U) Œ S= S+C 满足 

LS'=Q'= Q+ B. 

于 是 C 满足 CC = B. 

AA B= -Q E. RQ) = R(Q) = R(T), 从 而 R(B) c R(T) c N(B), 所 以 
B = QB = LSB. 因此 ， 只 须 取 C= SB, 有 

S'=S+C=S(I+B)= S(T-Q+Q"). 

类 似 地 , 取 线 性 投影 P' 满足 R(P') = N(T). PR S' e L(V, U) E I-ST = P' 
(此 时 ，T-TS'T=7T(I- ST)= TP' = 0). 

记 5'=5+0, 由 此 导出 ，C WWE (S+C)T = ST =I-P =I-P-A.BH 
ST = I — P, 8 CT = —A, {Œ A = P' — P, # R(A) c N(T) c N(A), 从 而 AP =9. 


故 
CT = -A + AP = -A(I — P) = —AST. 


S'=S+C=S- A AS=(I- A)S = (I+ P — P'S. 
于 是 定理 得 证 . 口 
推论 2.1.6 it S e L(V,U) N T € L(U,V) WAX, M S - STS 在 线性 投影 
改变 下 是 不 变 的 ， 即 如 果 3 = (1 一 A)S(I + B), F A= P' — P, B = Q' — Q, WI 
S — STS = 9' — S'T'S'. 
证 明 [8 T'A= 0 H BT = 0, W 
S'TS' = (I — A)S(I + B)T(I — A)S(I + B) 
= (I — A)STS(I + B). 
因此 S'— S'TS' = (I — A)(S — STSY(I + B). 1 AP = 9, 从 而 
(I — A)(S — STS) = (I — A)PS = PS = S — STS. 
又 因 QB = B, 于 是 
(S — STS)(I + B) = S(I — Q)(I + B) = S(I — Q) = S — STS. 


因此 
S'— S'TS' = S — STS. D 


定义 2.1.2 T e L(U,V), Se L(V,U) 满足 
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STS = S, (2.1.2) 


称 为 T 的 线性 外 道 ， 可 简称 外 道 .了 的 一 切线 性 外 道 的 全 体 记 为 O(T). 
外 闭 也 称 为 半 闭 ， 2 W. WA TH. 
显然 ，5 € O(T) e T € I(S). 于 是 由 定理 2.1.3 及 定理 2.1.4, 我 们 立刻 有 
定理 2.1.7 ZT € L(U,V), S e L(V,U) 8 T #F2Z2, M 
(ü) ST 为 U 中 线性 投影 ，R(ST) = R(S), R(TS) c R(T), H. 


U = R(ST) + N(ST) = R(S) + N(ST). 
(ü) TS 为 V 中 线性 投影 ，N(TS) = N(S), N(T) c N(ST) E. 
V = R(TS) + N(TS) = R(T'S) + N(S). 


证 明 留 作 练习 . 

定理 2.1.8 iT e L(U,V), S e L(V,U), 下 述 命题 等 价 

(i) S € O(T); 

(i) ST 为 医 等 的 且 R(ST) = R(S); 

ii) ST ARW B. U = R(S) + N(ST); 

(iv) TS HATHI H. N(T'S) = N(S); 

(v) TS ARSH E. V = N(S) + R(TS). 

证 明 由 定理 2.1.4 立 得 . 

注 记 S1, S2 € I(T) > STS € I(T) n O(T). 

定义 2.1.3 T € L(U,V), Se L(V,U). # Se I(T)nO(T), WT 5 S HjH 
称 为 代数 广义 道 . 

代数 广义 道 又 称 为 (1,2) 逆 ， 自 有 反 偏 逆 ， 自 反 半 道 ， 记 为 TT. 

定理 2.1.9 每 个 线性 变换 Te L(U,V) 均 有 代数 广义 道 , 特别 , 如 果 M, Mo € 
I(T), 那么 MiTM: € I(T) n O(T). 

证 明 由 定理 2.1.1, I(T) Z @. EER Si, S2 € I(T), $ S = STS, WI 

TST = (TS,T)S;T = TST = T, 
STS = S,(T'S;T)S,T'S, = S,(T'S,T)S> = SıTS2 = S, 

因此 S e I(T) n O(T), BI S A T HRR SY Y. = 

2. ERFAN 

没 X, Y 为 Banach 空间 ， L(X,Y) AM X Fj Y 的 线性 算 子 全 体 构 成 的 线性 
空间 ， .2(X,Y) AA X #| Y 的 有 界线 性 算 子 全 体 构 成 的 Banach 空间 . 


RT ELX, Y) ATF S e Z(Y, X) W T'ST =T, WR S 为 了 的 有 界 内 逆 ， 
WA T. 如 果 STS = S, 则 称 S H T WJ RP, WA Tr. 如 果 3 既 为 了 的 有 
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RAŽ, LATHER INE, MEK S A THERRET LS, WRAT 的 广义 
X, BWJ T+. 

EH 2.1.10 BT E 2Z(X,Y)T AAR AŽ T 的 充分 必要 条 件 是 N(T), R(T) 
分 别 在 X,Y 中 拓扑 可 补 . 

证 明 必要 性 . 设 T < 2Z(Y,X) S T BJ Nm. 由 定理 2.1.4, TT, TT y 
为 Y, X 中 线性 投影 ， 且 


X = N(D)+R(T T), N(T) = N(T T); 
Y = R(T)+N(TT-), R(T) = R(TT-). 


由 于 了 与 T- 均 为 连续 的 ， 从 而 TT-,T-T RAA Y, X 中 连续 线性 投影 ， 从 
而 
X = N(T)@ R(T T), 
Y = R(T)@ N(TT-). 
因此 ， N(T), R(T) 分 别 在 X, Y 中 拓扑 可 补 . 
充分 性 . 设 N(T), R(T) 分 别 在 X,Y 中 拓扑 可 补 ， 则 N(T), R(T) AAR, 
M,G 分 别 为 X, Y 中 闭 子 空间 ， 使 


X=N(T)eM , Y= R(T)ë G. 


& T = T| ,由 定理 2.1.1 的 证 明 ，T:M 一 R(T) 8 1-1 到 上 映射 由 Banach 
道 算 子 定理 了 -1 e Q(R(T), M). T Q AY PEGE R(T) 上 的 连续 线性 投影 . 
定义 I 
T =T-Q. 
WJ T < 2Z(Y,X) H. M = R(T-), 
TT-T = TT QT = T. 


因此 T- 为 了 的 有 界 内 道 . 口 
ARINA SARAMAS, BE T e 2Z(X,Y) 的 零 空间 N(T) SER R(T) 在 
X,Y 中 非 拓扑 可 补 ， 了 也 会 存在 有 界外 道 T#, 参见 [Nal]. 由 此 ， 可 以 给 出 X,Y 
的 拓扑 直 和 分 解 . 
定理 2.1.11 i£ T e Z(X,Y), 如果 T# ATHAR INÉ, 则 有 下 面 的 拓扑 直 
和 和 分解 : 
X = R(T#)@N(T#T), 
Y = N(T#)@ R(TT#). 
证 明 因为 T*#7T# = T*, 所 以 P := T#T, Q := TT# 分 别 为 X 中 的 连续 
线性 投影 ， 从 而 


X = R(P)@ N(P) = R(T#T) @ N(T'#T), 


Y = R(Q)@ N(Q) = R(TT#) @ N(TT*). 
显然 ， R(T#T) c R(T#). FZ, vz € R(T#), FE y e Y, WE r = T#y = 
T#TT#y = T#Tzx € R(T#T), 故 R(T#) c R(T#T). 因此 ， 有 
X = R(T#)@N(T#T). 
HÆ, N(TT#) = N(T*), 故 有 
Y = R(TT#) @ N(T*). DJ 


下 面 证 明 有 界外 逆 的 稳定 性 . 
定理 2.1.12 Ë T < Z(X,Y) TË € .Z(Y,X) 为 To WARIÉ. Te 
名 (X,Y) 满足 178 — To)|| < 1, WI 
T# := |I+T/(T -To TY (2.1.3) 


HT HARIKA, H. N(T#) = N(T#), R(T#) = R(T#), 进而 
IT — Toll- | T ||2 


1 — |; (T — To)|| 


1 
1 — |ITË(T — To)ll 

证 明 i$ C :=I+TË(T — To). A% || (T — To)|| < 1, H Banach 引 理 ，C 
有 有 界 逆 Ci: 


IT#7Tol| < 


C-1 = SPT — To)]". (2.1.5) 


n=0 
因为 78 To78 = TF, RITA 
T#ToC = T#To(T + TËT — Tř To) 
= T#T + TT TËT — TË ToT To 
= T#To + TËT — TË To 
= TËT, 
因此 
TËT = T TC1. (2.1.6) 
设 T# := C-17#, 则 由 (2.1.6), 有 
T#TT# = CTËTO TË 
= C1T# To Tř 
= C-1T# 
= TË, 


$2.1 线性 内 逆 与 线性 外 道 . 45 . 


从 而 T# 为 工 的 有 界外 逆 ， 且 显然 
N(T#) = N(T#). 
下 面 证 R(T#) = R(TË). EB z € R(TP), WEW y € Y, E z = Tfy = 
TT Ty = T#Toz, 于 是 T#Tx = C-1T#Tzr = C-!1T#TT#Toz. 但 CT# 
[I L LË To)]T# = T#TT#, 所 以 TË = 0C-17#TIT#. 因此 


T#Tz = C-1T#TT# Tox = TW Toz = z, 
于 是 ze R(T#), 从 而 R(TË) C R(T#). 
令 C=T+T#( TD —- T), 则 由 T# = C-178 ,有 
CC = CU + C-1T# (T, — T) 
= O +T (To — T) 
= I +TË(T — To) + TË (To — T) 
= I. 
因为 C-1 存在 ， 所 以 C = o B. C-1 = C. 这 证 明了 由 T#TT* = T#, 可 得 
T£ TT = T B. 
R(T*) c R(T8), 


因此 
R(T#) = R(T#). 


H T# = C-1T# = CT# = |I + T#(Ts 一 T)|T#, 得 
IT* — T#|| = |IP#(T, — T)TË| 
= ||C -TË (To — T)TË || 
< CHIT — TITEI? 
< To- TIIT 
` 1s |TT DN 
最 后 ， 由 于 T# = C~17#, 我 们 有 


IT Tol 


sup{||C 7 T#Toz|| : x € X, ||z|| = 1) 

= sup{||C- TË Toz|| : z € R(T To), lzll = 1} 
= sup{llC zl| : z € R(TË To), zl = 1} 
sup{||C7*z]| : z € X, ||=|| = 1} 

Ic™ 


/A 


1 — |T (To — T)| 
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注 记 1 To c Z(X,Y), TH € @#(Y, X) 为 To 的 广义 逆 ， 则 TE ÆT To 的 非 
稳定 性 只 依赖 于 关系 式 ToT To = To. 

注 记 2 有 和 界 内 道 是 非 稳 定 的 . 事实 上 ， 如 果 X,Y 为 Banach 空间 ， T 为 从 
X BYK, 具有 闭 值 域 R(T) 的 闭 线性 算 子 ,，N(T) 为 了 的 零 空 间 . WR N(T) 的 
ER RIT) 的 余 维 数 均 为 无 穷 , 则 总 存在 无 穷 秩 的 紧 算 子 K, AE KI 如 何 小 , 算 
子 T+K 具有 非 闭 的 值 域 R(T 二 天 )( 见 [INal]). Ki, AF TRASAR AX, mI 
论 K Wigant, WRAT T +K 无 有 界 内 道 (否则 ， 由 定理 2.1.4, R(T + K) 
AATE N). 

注 记 3 Æ Banach 空间 Z(X,Y) 中 , 具有 有 界外 逆 的 有 界线 性 算 子 的 集合 ， 
在 算 子 范 数 拓扑 下 为 开 集 . 

3. 有 界外 北 在 拟 牛 顿 迭 代 方 法 中 的 应 用 

Banach 空间 中 有 界线 性 算 子 的 有 界外 道 在 具有 奇异 Fréchet 导数 的 非 线 性 算 
子 方程 的 迭代 法 (Newton 法 、 拟 Newton 法 ) 中 具有 重要 应 用 . 

i B(zo,r) H X PA zo uD, r> 0 为 半径 的 开 球 ， B(zo,r) 为 相应 的 闭 
球 . 

定理 2.1.13 i F: D c X — Y ZJ Fréchet 可 微 的 . T(x) € @(X,Y) 为 
F'(z) BB r. 假定 存在 D 的 一 个 开 凸 子 集 Do, zo € Do,T = T (zo) 的 一 个 有 界外 
WW T 及 常数 n K > 0 M.L, ,,120W88E: Ve, € Do, 下列 条 件 成 立 : 


IT F(zo)|| < n, (2.1.7) 
IT (F'(z) — F'(y))l| < Kllz — yll, (2.1.8) 
IT(F”(z) — T(z))|| < M||z — zo|| + u, (2.1.9) 
IT (T (z) — T)|| < Lllz — zoll +2, (2.1.10) 
:一 /十 1 < 1. (2.1.11) 

进而 假定 ] 
h := on < 3(1— b)2, (2.1.12) 

这 里 o := max(K, M + L), H 

B(zo,;t*) C Do, (2.1.13) 


TE t= i-o- (1 — 2 = 2A] /o. 则 
(i) 由 拟 Newton 迭代 法 ， 
Tk+1 = Tk 一 T(zp)# F(zk), 
z Tzk)” = (I+ T (T(zk) — T)) Th, 
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所 定义 的 序列 {zx} C B, H zx — z* € B, (k — co), T# F (x*) = 0. 
(ü) TF (x) = 0 E BN{R(T#) + zo) 中 的 解 唯一 ， 这 里 
B(zo,t*) N Do, h = la — b)’, 
s- 
B(zo,t**) N Do, h< Ë (1 — b), 


t** = [1 — b+ /(1— b) — 2h]/o. 
证 明 设 f(t) := SË _(1—bt+n B gt) :=1-— Lt — L. 定义 数列 (tk) 为 
f (tk) 
g9(tk)` 


由 条 件 20n < (1 — b)2 可 知 ， f(t) 具有 两 个 正 根 t 与 t**,t* < t**. 由 条 件 
to = Ü,tk < tk, A 


to = 0, tk+1 = tk + k=1,2,:: 


tk > t*, k>-> o. 
(i) 首先 对 大 用 数学 归纳 法 证 明 : 


||Zk+1 一 Tk | < tk+1 — tk, k = 1,2, .... (2.1.14) 


34 k=0Ħf}, H (2.1.7) 式 ， 有 
|z 一 zol = || — TË F(zo)|| < n < t — to, 
故 (2.1.14) XÍ k =0 为 真 . 
由 (2.1.10) 式 ， 有 
IT#(T(æ1) — T)|| < L||zi — zoll + 1 
< Lti + I < Lt* +I < 1. 


由 定理 2.1.12, 有 
T(21)# = [I +T#(T(z4) — T)| IT 


为 了 (zi) 的 有 界外 逆 ， 且 


1 
Ipay < — L 
| < Tar — T| 
1 
< ——— 
1 一 也 41 一/ 


N(T(z1)#) = N(T#). 
假设 对 1 < ; < k, 有 


|z; —z;- || S tj — tj-1, 


H. N(T(ex-1)*) = N(T#) 5 |T(z)#T| s —— TË 
[£k — zo|| < tk — to = tk, 
H . 
N(T(zr)#) = N(T(zk-1)#) = N(T#). (2.1.15) 


再 由 定理 2.1.8, I — T(zx-i)T(zx—i)” 为 从 Y 到 N(T(zx-i)#) 上 的 线性 投影 ， 从 
而 由 (2.1.15), 有 
T(z,)#[|I — T(zr_1)T(zk_1)*#] = 0, 


于 是 

Tk+1 — Tk 

— T(zx)” F (zk) 

— T(x)” [F (xp) — T(zk-1)(zk — Tk-1) 

-T (£k-1)T(£k-1)” F(zk—1)] 

= — T(x£k) [F (£p) — F(zx—1i) — T(£k-1)(£k — Zk—1)] 


— T(zp)*{ J [F' (£k + t(zk—í — Tk) — F” (zxk—1i)](zk — Tr-1)dt 
+ [F" (@r-1) — Tze (zn — zx-)}. 


由 于 N(T(zk)#) = N(T*), 故 有 
T(z)? (I — TT#) = 0, 


水 即 
T(zk)# = T(z) TT#. 


再 由 T* 的 连续 线性 ， 有 下 面 估计 式 ; 
||zk+1 — zx|| 
1 
SITET | ITIR (er + (z-i ~ ta) = F'(za— lla: 


+ ||T#[F" (2x1) — Ten hler 一 el 

1 
< — 
1— Lt —1 


< z (36 —tk-1) + [Mtk-1 + u](tk — te_1)} 


1 o 
= azt — tk—1)° + M(tk 一 tk-1ı)tk-1 + n (tk _ tk—1) 


— g(tk—1)(tk — tk—1) + f(te-1))} 


K 
{F lex — £k-1 ||" + [M |zk—1 一 zol 十 同一 zaill} 
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_ l fc} O9 
= Ut 一 Otrtrk_1 十 了 了 tk-1 十 M(tk 一 tk—1)tk—1 + utk 一 Htk—1 
G 
— (1 — Ltk_4 一 I) (tk — tk—1) + 可 大-1 一 (1 一 内 一 l)tk-1 + n). 
] ro., 
= (t) (Zi — (1 — u -—ljtk+n-— (o — M — L)tk-ı (tk — tk-1)} 
t 


这 完成 了 归纳 证 明 ， 即 (2.1.14) 为 真 ， 于 是 对 任何 k > 1, 有 


|£k+1 — zk|| S tk+1 — tk, 
IT#[T(zk+,4i)— TH < Ll|zx+i — zo|| + 1 < Ltk} + S< Lt* + 1 < 1, 


zk — zo|| < tk < t". 


由 定理 2.1.12, 知 
T(£k41)* := [I + T* (T (2k41) — T)] T” 
为 T(xx+1) 的 有 界外 逆 ， 由 此 可 知 z, e B (k > 0), E. 


zk— mz € B (k> oo). 


由 
T(zr_1)# = [I + T#(T(zx—4,) — T)] 1T'# 
及 
Zk — Tk-1 = —T(zk-4i)” F(zk-1); 
可 得 


[I + T (T'(zx—1i) — T) (£k 一 ZK-1) 
— [Z + T#(T(æk-1) — T)|T'(zk—i)” F(zk—1) 
一 TË F(zx_1). 


& k — oo, 得 
T# F(z*) = 0. 


(i) 由 定理 2.1.12, 对 任意 有 > 0, R(T(zk)#) = R(T#). 于 是 
Tk+1 — Tk = —T(zx)” F(zk) € R(T(zx)*) = R(TË). 


再 由 定理 2.1.11, R(T#) = R(T#T), 从 而 £k41 € £k + R(T#) = £k + R(T#*T), 于 是 


对 任意 有 > 0, 有 
zk € zo + R(T#) = zo + R(T#T). 


因此 
z* € BN (zo + R(T#)}. 
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如 果 2" c ÈN {zo + R(T#)} 为 T#F(z) = 0 的 另 一 个 解 ， 则 
入 — zx* € R(T#) = R(T#T), 
而 且 
T#T(F* — zx) = T#T(F* 一 zo) + T*T (zo — zk) 
一 条 一 ZK (k20). 
因此 ， 有 
|° — z) || = | — zo + T'# P (zo) — T* P (z°)| 
< J ` [ITU + t(zo — 8°) — P” (ao)||lat||2” — zol 
+ |IT#(F" (zo) — T)|||° 一 zol (由 (2.1.8) 与 (2.1.9)) 

< (Fl —zo|| +1 + n) la — zoll =: alv), (2.1.16) 
XE v := ||z* — zol||. 由 

| — zoll < ||2* — z || + llz1 — zoll < av) +n, 


O > O > 
vS gY + (l+ uju + m = 3? 十 bv + n, 


从 而 


H t“ 的 定义 ， 有 Z* € S(zo,t*). 
现 用 数学 归纳 法 证 明 


||z* 一 T || < t*-—tk, k20. (2.1.17) 


因为 2* € S(zo,t"), 41 (2.1.17) XF k = 0 成立. 1 | 一 zx < t* —tk (k > 0), 则 
由 N(T'(z|)#) = N(T#) K T P(Z*) = 0, 有 
|Z” — k+l] = 二 — zx + T'(zk)# FP (zk) — T(zx)# F (Z*)| 
= ||T (£ )Ë” (T'(zk)(Z" — zk) + F(zk) — F (z*))||, 
这 里 从 一 zk € R(T#) = R(T(zx)#) 338 T(£K)*T (£k) (T* — zk) = Z* — zx. 男 一 方 


面 ，N(T(zk)*#) = N(T#) A T(z;)# (I — T'T'#) = 0, 从 而 由 (2.1.8) 与 (2.1.9), 我 
们 有 
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Ey 一 Zk+1l| 
1 
< |T(zx)*T)| [/ IT*[F'(zk + t(Z* — zx)) — F” (zk)]||dt||Z* — zxl| 
0 


+ IT* IE" (zx) — T(z 一 zx 


1] K 
< | 六 _ 2 — TF* — 
< ze [al - el? + (Mller — zoll + oE — erl 
< — Kg — tk)? + (Mtr + u) (t* — tt) 
` 9(tk) L2 
_ l R — * p) IRL 
= “Q É + ut* — (o — M)tk(t* — tk) K: ptk| 
1 (oa 
| _ — lt 一 _ * _ — Lg 一 t 
qrg E 0 (0 — Melt — ts) — fR — pts| 
1 c 
= t — tk + ——— (t — tk)9(tk) +t -n — lt" ->t 
k zr | ( k)9(tk) n > tk 
— utk — (c — M ìt (t* — tk) 
1 ro 
= {* — t, — — |E (1 一， 一 — M — Ljitk(t* — t 
k ja lz" (1— u — Dtk +T + (c )tk( 中 
1 
= t* —tk— —[f(t — M — Dytk(t* — t 
k g tx) + (0 i )tk( k)] 
， f (tk) 
<t" — (tk + 
(2 ED) 
= t* — tk+1. 


FE (2.1.7) F k > 0 为 真 . 故 zk 一 Z* (k 一 oo). 由 极限 的 唯一 性 ， 有 r* = z*. 口 
推论 2.1.14 使 用 外 逆 的 牛顿 迭代 序列 为 


Tk+1 = Tk 一 F'(zk)* F (zk) (k =0,1,2,:: -小 


设 T(zk) = F'(z,) 且 定 理 2.1.13 的 条 件 被 满足 ， 则 {r} KAF z*, me S n 
{R(F"(z0)#) + zo)) H 
F' (xo) F (z*) = 0. (2.1.18) 


证 明 由 定理 2.1.13 及 T(x) = F'(z) 直接 推出 . o 
82.2 RERS YO TPo 的 定义 与 性 质 


1， 线 性 变换 的 代数 广义 逆 


设 V,U 为 线性 空间 ，T e LV, U) 为 从 站 到 TU 的 线性 变换 . 由 定理 2.1.9, 总 
FE T 的 代数 广义 道 T+ c L(U, V) 满足 TT+T = T, T+TT+ = T+. 
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设 N(T) C V , R(T) CUSINA T HRAS, WEE V,U 中 线性 投影 

算 于 P,Q 满足 
R(P)= N(T) H. R(Q) = R(T). 

但 P,Q 并 不 唯一 

定理 2.2.1 V,U 为 线性 空间 ，Te L(V,U) 为 从 V 到 U 上 的 线性 变换 ， 
则 有 下 述 命题 | 

(1) # T+ € L(U,V) 为 工 的 代数 广义 道 ， 则 存在 Pe L(V),Q € LU) 分 别 为 
V 到 N(T) E, U 到 R(T) 上 的 线性 投影 ， 满 足 


TT+T = T, (2.2.1) 
T+TT+ = T+, (2.2.2) 
TtT = I- P, (2.2.3) 
TT} = Q. (2.2.4) 


(2) Æ P e L(V),Q € L(U) 231% V 2) N(T),U 到 R(T) 上 线性 投影 ， 则 唯一 
存在 T+ € L(U,V) 满足 (2.2.1)~(2.2.4). 此 时 记 


T+ = To, 

Tt =T o H T WRR OOS. 

(3) 如 果 P'O 分 别 为 V 到 N(T) 上 ，U 到 R(T) 上 的 任意 线性 投影 ， 则 

Tè o = (I+ P — P)Tš (I — Q + Q') 
= (I — P'YT# oQ. (2.2.5) 

证 明 (1) A T+ eV 为 工 的 代数 广义 道 . 由 定义 2.1.3, 知 (2.2.1) 与 
(2.2.2) 成 立 . 由 于 T+ 为 工 的 线性 内 道 , 令 P=I-TtHT,Q = TT+. 由 定理 2.1.5， 
P,Q 分别 为 V 到 N(T) E, U 到 R(T) 上 的 线性 投影 ， 且 (2.2.3) 与 (2.2.4) 为 真 . 

(2) É P € L(V),Q € L(U) 2328 V #J N(T) E, U 到 R(T) 上 的 线性 投影 ， 


MI 
V = N(T)+N(P), U = R(T)+N(Q). 


& T = T|x(py NJ T : N(P) > R(T) 为 一 对 一 旦 到 上 的 映射 定义 
To = T 0, 

则 
TPo7TPeo=TPo， 
TT#o = TT -1Q = Q. 
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由 R(T-1) = N(P), 有 


ToT =T T= [P + (I — PT-IT 
—=(I— P)JTT =I —P. 


因此 7+ = Ti 满足 (2.2.1)~(2.2.4). To 的 唯一 性 可 由 (2.2.5) 推出 . 
(3) 设 P';Q' 分 别 为 了 到 N(T) E, UR R(T) 上 的 任意 线性 投影 由 (2) 的 
存在 性 ， 有 TR o 满足 (2.2.1)~(2.2.4). 由 定理 2.1.5, 有 


Th q =U +P- PYT#Q(I — Q + Q"). 


再 由 定理 2.1.8, R(T ç) = R(TÉ oT) = R(I—P) = N(P), E N(T# ç) = N(TT$o) = 


Th o = (I+ P — P')T (I — Q + Q') 
= (I — P')T#qQ'. D 

2. Banach 空间 中 线性 算 子 的 线性 余 投 影 广 义 道 

设 X,Y 为 Banach 空间 ，T e .2(X,Y) 连续 线性 算 子 ， T+ c L(Y, X) 称 为 
TT 的 广义 逆 ， 是 指 TT+T =T, T+TT+ = T+. 

定理 2.2.2 设 X,Y 为 Banach 空间 ，Te .2Z(X,Y) 8), X 2| Y 的 连续 线 
性 算 子 . 

1) # T+ € L(Y, X) X T BJ YW. W N(T), RIT) 分 别 在 X,Y 中 拓扑 可 
补 ， 且 存在 式 到 NT) 上 的 有 界线 性 投影 P, Y 到 R(T) 上 的 有 界线 性 投影 Q, W 
足 


TT+T = T, (2.2.6) 
TTT? = T+, (2.2.7) 
TtT = I— P, (2.2.8) 
TT+ = Q. (2.2.9) 
(2) 设 N(T), R(T) 分 别 在 X, Y 中 拓扑 可 补 ， P :XX 一 N(T), Q: R(T) 
为 对 应 的 有 界线 性 投影 ， 则 唯一 存在 T+ c L(Y, X) 满足 (2.2.6)~(2.2.9 >. 此 时 记 
T+ =TPo， 


Tio 称 为 了 的 线性 斜 投影 广义 道 ， 简 称 为 T 的 线性 投影 广义 道 
(3) 设 N(T), R(T) 分 别 在 X, Y 中 拓扑 可 补 ，P': X 一 N(T), Q' : Y 一 R(T) 
为 任意 对 应 的 有 界线 性 投影 ， 则 


T$ o = (I+P-P)Tio(I-Q+0®) 
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= (I — PT oQ. 


证 明 类似 和 定理 2.2.1 可 证 . 口 

下 面 给 出 线性 斜 投影 广义 道 的 一 般 定义 : 

定义 2.2.1 ÚW T € L(X,Y) N(T), RT) 分 别 在 XY 中 拓扑 可 补 ， 己 = 
Pay Q = Qa A X #| N(T) E, Y 到 R(T) 的 有 界线 性 投影 .如 果 T+ e LUY, X) 


满足 
(1) TT+T = T, 在 D(T) 上 
(2) T+TT+ = T+, 和 D(T+ 让 
(3) TFT = Inir) — Paer D(T) 上 
(4) TTY = Que EDT E 
则 称 7 A T HRERS Æ. WX 
Tt = To» 
DRA T HRTF P,Q 的 广义 道 . 


定理 2.2.3 BT ELX, Y), FET 的 线性 和 斜 投影 广义 逆 T+t e L(Y, X) 当 且 
仅 当 存 在 X 到 N(T) E, Y 到 R(T) 上 的 连续 线性 投影 P,Q, 满足 


D(T) = N(T)>+C,(T), (2.2.10) 


其 中 C,(T) = N(P)r D(T), BFE Y 的 线性 子 空间 D+ 满足 


R(T) c D} c R(T)+N(Q). (2.2.11) 


证 明 必要 性 . 设 存 在 了 的 线性 斜 投影 广义 道 Tt c L(Y, X), HEX 2.2.1, # 
E P = Pay = QR 分 别 为 X,Y 到 NO) RO) 上 的 连续 线性 投影 ， 满 足 
(1) (4). 

对 于 任意 ze D(T), HE X 2.2.1 的 (1) 有 TT+Tz = Tr, 从 而 T+Tz e D(T). 
再 由 定义 2.2.1 中 (3), 有 


Pz = Prt 


= x —T*Tz € D(T), 
从 而 
TPxz = T(x — TTz) 
= Tzr—TTIiTz 
= 0, 


于 是 Pz = Pye € N(T) c D(T). 因此 , H z — Pz e N(P)n D(T) = Cp (T), A 
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r= Pr + (z — Pr) € N(T) + CP(T). 
男 一 方面 ，N(T)NCp(T) = {0}, 从 而 由 P: D(T) 一 N(T) 2, 8 
D(T) = N(T)+CP(T). 
$ D} = D(T+), 则 D4 为 Y 的 子 空间 ， 且 对 任意 ye R(T), 存在 ze D(T), 使 
y 三 7x, 从 而 由 定义 2.2.1 中 (3) 有 weD(T+), 且 
Tiy=2— PIi 
因此 ， R(T) c DTT+). 又 对 任意 ye D} = D(T+), 有 Qy = ORTH = TT+ty € 
R(T), 从 而 | 
y = ay + (y — Qy) € R(T)+N(Q). 
因此 , H 8@ 从 R(T)+N(Q) 到 R(T) 的 连续 性 ， 知 
Rn c D} c R(T)+N(Q). 
充分 性 ， 设 存在 和 到 N(T) 上 ，Y 到 R(T) 的 有 界线 性 投影 P = Pr 及 
Q = QR 及 Y 的 线性 子 空间 D, 满足 (2.1.10) 、 (2.1.11). 
S D(T+) = D4, 则 对 任意 ye D(T+) 有 唯一 分 解 式 
y=y +y, Yı E R(T), y2 € N(Q), 
于 是 Qy =y € R(T). $ T 8 T # Cp(T) EARE, WT XA CP(T) 到 RT) 上 
的 一 对 一 算 子 . 定义 
T*y = T Qy， 
则 T+ 满足 定义 2.2.1 中 (1)~(4). 因此 T+ = Tr o 为 了 的 线性 斜 投影 广义 道 ， 口 
定理 2.2.4 É T c L(X,Y), EE P € L(X),Q € LY) 分别 为 X 到 N(7T) 
上 ，Y 到 R(T) 上 有 界线 性 投影 ， 满 足 (2.2.10)~(2.2.11). H Cp(7T) = N(P), 则 
(DT 的 线性 斜 投影 广义 逆 T+ 存在 ; 
(ii) 工 可 以 延 拓 为 具有 闭 的 零 空 间 的 稠 定 线 性 算 子 7 了, 使 T+ 仍 为 工 的 线性 斜 
投影 广义 逆 . 
证 明 (i) 由 定理 2.2.3 推出 . 
(ii) $ 


D(Î) = NC 
H OPT) = N(P), B x = NT) e N(P) %l pd 
定义 全 : DÔ) > R(T) X Íz = P(Pz + 
T+Tz € Op(T), 于 是 N(Î) = N(T), 
TT+Tz = ÎTHÎ(Pr + z1) 
= TT+TZ] 
= Tz 
= T'(Pz + z1), 
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Ep PTHP = T, € DÔ) E. 对 ye D(T+), # T+ty e Cp(T)， 
T+TT+ty = T+TT+y = Tty, 
即 T+TT+ =7T+, 在 D(T+) 上. 
T+Tz = T+T(Pzr + 71) 
= T+Tz1 = mi = (I — P)z. 
T+ 个 = 1- P， 在 D(T7T) 上 . 


又 对 ye D(T+), 由 于 Tty € Cp(T), 有 
TTty = TTty = Qy, 


Bp 
TT+ =Q@ 在 D(T+) 上 . 口 


推论 2.2.5 (a) BT e L(X,Y) 为 定义 在 X 上 的 有 界线 性 算 子 或 者 为 稠 定 
闭 线性 算 子 ， DO) = X. 假设 N(T) 在 X 中 拓扑 可 补 ，X = N(T) @ M; RO) 
# Y 中 拓扑 可 补 ，Y = R(T)@ G;M,G 分 别 为 XY 中 闭 子 空间 . P,Q 分 别 为 


X 到 N(T) 上 ，Y 到 RT) 上 的 有 界线 性 投影 则 并 有 唯一 的 线性 斜 投影 广义 逆 
T+ = To 满足 


D(T+) = R(T)+N (Q); 


(i) TT+T = T, 在 D(T) kE; 
(ü) T+TT+ = T+, 在 D(T+) 上 : 
(ñi) T+T = Ip(r) — P, 在 D(T) 上 :; 
(iv) TT+ = Q, 在 D(T+) 上 . 


(b) 在 (a) 的 假设 下 ， Tt 为 有 界 的 当 且 仅 当 R(T) 为 周子 空间 
证 明 (a) 由 条 件 ， 有 


这 里 Cp(T) = M n D(T) = N(P)n DT). £ D} = R(T)@N(Q), 由 定理 2.2.3, 存 
在 7T+=TPo 满足 (i)~(iv). 

(b) 直接 可 证 ， T+ = (Tim) Q, 而 由 闭 图 像 定理 ， (Tlm) WEZH 
仅 当 了 的 值 域 R(T) 为 闭 的 .因此 T+ = (Tim) `Q 为 连续 的 当 且 仅 当 R(T) 为 团 
的 ， 此 时 D(71+) = R(T)@ N(Q)=Y 且 TT+=Q 在 Y 上 成 立 . 口 
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3. Hilbert 空间 中 稠 定 闭 线性 算 子 的 Moore-Penrose 广义 道 


当 X,Y A Hilbert ZE, T: X 一 了 为 X 上 有 界线 性 算 子 ， 或 稠 定 闭 线性 
算 子 ，D(T) = X. 此 时 ， 了 的 零 空间 NT) AAK. 闭 子 空间 N(T), RT) 分 别 在 
X,Y 中 折 扑 可 补 , 因此 推论 2.2.5 的 条 件 满足 . 特别 , 可 取 M = N(T)+,G = R(T)+, 
此 时 对 应 的 线性 投影 PQ 为 X, Y 中 止 交 投影 算 子 . 此 时 ， 线 性 投影 广义 道 T+ 对 
应 下 述 分 解 : 

N(T) @ R(T*), 
*). 


X = D(T) N(T)@ N(T)+ 
Y = R(T)®R(T)} = R(T)@ N(T 


此 广义 逆 T+ SR IE FS] AA, 简称 正 交 广 义 道 或 者 Moore-Penrose 广义 道 . 

由 推论 2.2.5,T+ 为 有 界线 性 算 子 当 且 仅 当 RIT) 为 闭 的 . 

定理 2.2.6 设 XY 为 Hilbert FEJ, T e L(X,Y) 为 闭 线性 算 子 且 D(T) = 
X, R(T) c Y. ië D(T+) = R(T) + R(T)+, C(T) = D(T) n N(T)+, T+ € L(D(T+), 
C(T)). 则 下 述 命题 除 (3) 外 等 价 . Æ DT) = X, R(T) Bl, 此 时 DO) = Y, WJ F 
述 命题 全 等 价 ( 见 [Gr]) 或 [Wag1]. 

(1) T+ 为 工 的 正 交 广义 道 . 

(2) 


TYT = PN6(D42; 在 D(T) E; 
TTH = Pa 在 D(T+) 上 ， 


这 里 Pu 为 到 闭 子 空间 M 上 的 正 交 投影 . 
(3) 


| T+TT+ = T+, 在 D(T+) 上 : 


TT+T =T, 在 D(T) E; 
T+TT+ = T+, 在 D(T+t)Ł; 
(TTT)* = THT, 在 D(T) E; 
(TT+)* = TT+, 在 D(T+) 上 . 


T+Tz=7x, ZENI)-; 
Tty=0, ve R(T)-. 


(5) 对 于 ye D(T+),Tty 为 方程 Tz = Pry 唯一 的 最 小 范 数 解 . 

(6) 对 ye D(T+),Tty 为 方程 Tz = y WE rE ur I ( 即 最 小 范 数 极 值 
解 ). 

(7) X} y € D(T+),Tty 为 方程 T*(Tz 一 y) = 0 的 唯一 最 小 范 数 解 . 


(8) T+ 为 使 WCG+) = R(T) 且 是 (T'|cay) 1 ËB R(T) 向 R(T)+R(T)—- 的 唯 
一 线性 延 拓 ， 

证 明 (1)=(2) H (1), T+ € L(Y, X) WE TT'T =T, Æ D(T) 上; TTTT+ = 
T+, Æ D(T+) 上; THT = Ip) — Pu) Æ D(T) 上; TT+ = Fa 在 DT+) 
E, XE Pye Pam 为 X 到 N(T) E, Y 到 R(T) 上 的 正 交 投影 .由 Riesz 正 
交 分 解 定理 ， 有 

I = Punir) 十 二 Nm， 

从 而 I 一 Puer) = Puer, wA (2). 

(2)=(4). 由 (2), TT+ = Pary 从 而 对 ye R(T)+ = RT) ,有 

Tty = T+TTTy = T FRR = 0. 

xz e N(T)+, RWE Tt Tz = >x. 

因为 TT+T = Pasal = T, X z € X, 8 TTTz —z € N(T). 又 由 (2), 有 
TtT = Pyn, 于 是 对 ze N(T)-, 有 

T'Tz = z. 


(4)=(5). 对 于 ye D(T+), 有 唯一 分 解 y = yi +u € R(T)+R(T)-, 于 是 由 
2/2 € R(T)+, 知 T+yo = 0. 从 而 


TTty = TT p. 
AX yı € R(T), PE z e N(T)+, 使 y= Tr, 因而 
TT*y =T(TtTr) = Tz = y. 


男 一 方面 ， 由 y= 十 yz € R(T)+R(T)-, 得 


PRY = Y) 
因此 
如 果 u € D(T) 满足 

Tu = PRY 


则 由 (2.2.12)u — Tty € N(T). MH y = yı +o € R(IT)+R(T)+ BR. Ty = 0, yı = 
Tgz,z € N(T)}, # 
Ty = Tty = TTr= x. 
因而 T+ty e NT) ,于 是 
Ttyl (u — Tt). 


lul? = -Ty + IT tyl? 2 IT ul. 
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即 Tiy 为 满足 Tz = Pary 的 唯一 最 小 范 数 解 . 
(6)=(6). 显然 . 
(6)=(7). 对 ye D(T+), 由 (6), zo = Tty 为 Tz = y 的 唯一 最 佳 通 近 解 . 即 对 
任意 z e D(T), 有 
|Tzo — yll < lT — yll, 
且 对 任意 的 ve D(T) 满足 


[Tu — yl < Tz — yll, Vz € D(T), (2.2.13) 


A Tl < lell. 
FHE: u 满足 (2.2.13) 等 价 于 T*(Tu— y) = 0. 
设 Q = Pary 则 对 ye D(T+) = R(T) e R(T)+, 有 Qy = Pary € R(T). 设 
z EX, 使 
Qy = Tr. 


由 勾 股 定理 ， 及 (2.2.13) 有 


[Tu — yl? =||T'u — Qull? + |Qu — yll? 
=|| Tu — Qu||? + Tz — y| 
>||Tu — Qu||? + ||Tu — yll?, 


Tu -y =Qy -y € R(T)* = RT) = N(T*). 


因此 
T*(Tu — v) = 0. (2.2.14) 


Ez, # (2.2.14) 成 立 ， 易 知 (2.2.13) XR, Bp 


fu € D(T): T*(Tu — y) = 0} 
= {ue X: ||Tu-—yl|| = min{|Tz — yl|, £ € D(T))). (2.2.15) 


以 C 记 上 述 集合 ，C 为 和 中 闭 凸 集 ， 则 最 小 范 数 元 唯一 . 因此, H (6)Tty 为 C 
中 唯一 最 小 范 数 解 . 

(=>(8). $ T = Tjem, M| T : CT) > R(T) 为 一 对 一 的 满 射 ，7T -1 : R(T) 一 
CT) 存在 . 令 Q = Par 则 对 任意 ye D(T+) = R(T)+R(T)+, # Qu = Pary € 
R(T). 

定义 

T#y = T-iQy, ye D(T+). 
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W T# : D(T+) 一 C(T) 为 线性 算 子 ， 且 T#y = Tiy, Yy € R(T); T#y = 0, Vy € 
R(T)+. 
下 面 证 ， Tty = T#y, y€ D(T1+). 
vy € D(T+),T#y e C(T) c N(T)+, H 
T*(TTĦy — y) = T*(TT'Qy — y) 
= T* (Qy — y). 
HF Qy € R(T), Qy -y € R(T)+ = R(T) = N(T*), 因此 
T*(TT*y — y) = 0. 
又 对 满足 
T*(Tu—y)=90 
的 ue D(T), 有 Tu = TT#y = Qy, FÆ u — T#y € N(T). 注意 到 T#y e C(T) c 
N(T)+, 由 勾 股 定理 ， 有 
lull? = lu — Ty||2 + NT#yl > TPY, 
E| 
lull > |l. 
H (7) 及 Tty 的 唯一 性 ， 有 
Tty = T#y, y€ D(T+). 
因此 T+ =T 为 满足 N(T+) = R(T)+ 的 (Tom) 向 R(T)+R(T)1 上 的 唯 
一 线性 延 拓 . 
(8) 僵 (1). 设 Q = Paz 为 Y 到 R(T) 上 的 正 交 投影 , 则 Yy € D(T+), Qy € R(T). 
令 T 一 Tle), 由 (8), 有 TT = T-1Q. 因此 ， 对 T € D(T), 有 
T+Tz = T-iQTz 一 丰 -17z 
一 T'VUp(Pseryz + PyN(T)+ T) = T-T Pyr) z 
= Pyry z = (Ipi) — Puen )e = (Iper) — P)z, 
XE P = Pyr) 为 了 到 N(T) 上 正 交 投影 . 
从 而 
TT+Tz = T (z — Pz) = Tr. 
即 在 D(T) 上 ， 有 
TT+T=T, T+T = Ip) — P. 
又 对 ye D(T+), 有 _ 
TT*y = TT -1Qu = Qy, 
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于 是 
T+TTty = T -1Q = T Qy = Tt, 


因此 , 在 D(T+) E, # 
T+TT+ —T+ TT+ =Q. 


Tt 为 了 的 正 交 广义 道 ， H 
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1. 广义 逆 Ti. 的 扰动 


设 X,Y 为 Banach ZE, T e Z(X,Y) 为 从 和 到 了 上 的 有 界线 性 算 子 . 
T 的 有 界外 逆 T# 具有 稳定 性 ， 而 了 的 有 界 内 逆 T- 可 以 非常 的 不 稳定 ( 见 82.1). 
从 而 可 以 看 出 ， 了 人 的 有 界线 性 斜 投影 广义 道 TPo 的 稳定 性 的 条 件 是 值得 研究 的 
问题 . 

定理 2.3.1 I% T e @(X,Y), Tt e ZLY, X) B T JJ Mm. W T = T' + óT' € 
(X,Y) 满足 |TT < 1 且 满 足 条 件 

(*): Z +8TT+) IT 将 N(T) A R(T), 


NT 存在 ， 且 
T* = (Ix + THOT)- T+ = T+(Iy + óTT*t) 1, 
进而 
R(T*) = R(T+), N(T*) = N(T+), 
H B 
< —— 
与 
=+ IT*| 
< 一  — Po e nmƏQTYIWEAI-..2 
I? I< 1 pa 


证 明 AA |T+óT| < 1 应 用 Banach 引 理 ，(Tx +T+óT) 1 存在 . H Neumann 


级 数 易 知 
T+(Iy + TTH)! = (Ix + TT) ITH. 


& C := T+(Iy 十 6TT+)-1, 则 
T -TCT 
= {Iy — (T +ôT)T+(Iy + ôTT+)}(T + ôT) 
= {Iy +óT'T+ — (T + óT)Tt)(Iy + ôTT+)- (T + ôT) 
= (Iy — TT+)(Iy + ôTT+) (T + ôT) 
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= (Iy — TT+)(Iy + TTH; (Iy + 6TTH)T + 6T(Ix — T+T)} 
= (Iy — Q (Iy + éTT T) 1óT P, (2.3.1) 
这 里 @ = TT+ 为 Y 到 R(T) 上 的 有 界线 性 投影 ， P = Ix —-TTT 3 X 8) N (T') 
上 的 界线 性 投影 . 由 假设 条 件 ， 并 注意 TUx — Tt T) = 0, 有 
T — TOT = (Iy — Q)(Iy +6TT+)-6TP 
= (Iy — Q)\(Iy + TT) (T + ôT)P 
= (Iy — Q)(Ty + TTH) TP 
— 9, (2.3.2) 
从 而 TCT = T,C AT WA 80. 注意 
R(O) = R(T+ (Iy + 6TT+)-!) = R(T+), (2.3.3) 
H. 
N(C) = N(T+ (Iy + ôTT+)}) = N((Ix + T+6T) T+) = N(T+). 
3 — Jr, £ 


CTC -C 
= T+ (Iy + TTH) H(T + óT)TT(Iy + ôTT+) +) — I} 
= T+ (Iy + 6TT)H{TT* + óTTT — (Iy + óTT))(Iy + óTT T) 1 
= T+ (Iy + ôTTH) (TTY — Iy )(Iy 十 6TTT+) 1. 
因为 
N(T+(Iy +67T7+) 1) = N(Tt) = R(Iy — TTT), 


故 有 
CTOCO-C=T+ +6ITT+) (TTT — Iy)(Iy +677+) 一 = 0, 


因此 CTC = C, 从 而 C 为 工 的 广义 道 . W 
T* = T*+(Iy + 6TT+)-! 
= (Ix +T+éT) T+. (2.3.4) 
因此 
I| SIE + TtóT) T+ 


-T+ 
_1-—|T+óT||' 
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同时 
x TI < A S rT 0 
下 面 寻 求 与 条 件 (s) 等 价 的 易于 验证 的 条 件 
对 于 Te.Z(X,Y),T 的 最 小 摸 7(T), 定义 为 
r(T) = inf(||Tz|| : dist(z, N(T)) = 1}. (2.3.5) 
由 +(T) 的 定义 ， 我 们 导出 
lzzll > r(T)dist(z, N(T)), Vz € X. (2.3.6) 


根据 [Kalp.234, 定理 5.13, p.231 定理 5.2, 我 们 有 r (T) = r(T*), B. R(T) 为 闭 的 当 
且 仅 当 r(T) > 0. , 
引 理 2.3.1 T e @(X,Y) 具有 广义 逆 T+ < Z%(Y, X), WI 


1 T+T|||T'T+ 
< rer) < Tipi 


< 2.3. 
I+] T+] (2.3.7) 
证 明 对 任意 zeXoyeNT), 有 
IT+T(æ — p| = Jrrrzlglrrrllz 一 吕 
dist(z, N(T)) < lz — (Ix — T+T)z|| = IT TT*x||. 
因此 ， 有 rera 
Tr Tel > IT+T=| > dist(z, N(T) > rrr (2.3.8) 
将 r(T) 的 定义 与 (2.3.8) 结合 ， 有 
1 
r(T) > —— 
T) Y+] 
HH (2.3.6), 有 
(2-3-6) | lz+zz 
[Tz|| > r(T)dist(z, N(T)) > r(T') PTT] ` (2.3.9) 
Yz € Y, Æ (2.3.9) 式 中 , 令 z=T+z 有 
T+TT+;| 
T'Tt>|| > r(T [TITT zl Vz € Y. 
而 
ITTH > (y I 
peut 
即 
ITTHIIT*T] 
T) < —. 口 
(T) IT+]| 
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设 X X Banach ZEL, V(X) wE X 的 所 有 了 闭 子 空间 的 集合 . 
定义 映射 5: V(X) x V(X) — Rt 为 
ô(M, N) = sup{dist(z, N) : |z| = 1,xz € M), M,N eV(X), (2.3.10) 
6(M, N) = max{6(M, N), ó(N, M)}. (2.3.11) 


(M, N) 称 为 M 与 N 之 间 的 间 阶 . 
引 理 2.3.2 8 T € (X,Y), RE XÆ T+ < V(Y,X), T = T + óT € 


也 (X,Y), 则 有 
(1) 5(R(T), RD)) < ITIITI, (2.3.12) 
(2) ôN (T), N(T)) < T+T] (2.3.13) 


证 明 (1) 设 we R(T), WÆ |u| =1. X z € X, 14$ u = Tr, WH (2.3.6), 有 
1 = ull = IIT=|| > r(T)dist(z, N(T)), 


即 


dist(z, N(T)) < — < ||T`*|]. 


1 
r(T) ` 
A vz € N(T), 有 
dist (u, RT)) < llu — T(z — z)|| 
< |IT(z — z) — T(z — 2)|| 
< |T (z — z2)|I < llóT'llllz — zll, 


从 而 有 (2.3.12) 式 . 
(2) ë u € N(T) 使 得 lv = 1, M Tu = óT(—u), 因此 


JóéT'|| > |lóT(—u)|| = ||Tul] > r(T')dist(u, N(T)), 
由 此 及 引 理 2.3.1 推出 
ó(N(T), N(T)) < r(T) ` |éT'|| < IIT *||lló Tl. 口 


定义 2.3.1 ET c (X,Y) 具有 广义 道 T+ c @(Y,X). & T = T + óT € 

-L(X,Y), 如 果 满 足 条 件 
R(T)NN(T+) = {0}, (2.3.14) 

MPT XT HREH. 

引 理 2.3.3 É T c .2(XY) 具有 广义 道 T+ < @(Y,X) T = T + óT € 
—(X,Y) 满足 THT] < 1. WI 

(1) TT+T(Ix +T+ëéT) 1 = T, (2.3.15) 

(2) Ix — T+6T(Ix 十 T+6T)-1 = (Ix + TtT). (2.3.16) 
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证 明 (1) TT+T = TT+(T + ôT) = TT+T +TT+OT = T(Ix 十 T+6T). 因为 
上 + < ITIITI < 1, 由 Banach 引 理 ，(Ix 十 T+6T) 存在 H 


TT+T(Ix + TtT)! = T. 


DEHA, A p- T+6T(Ix + Tt 6óT)”! 


= Ix — (Ix +T*tôT — Ix)(Ix + TTóT) 1 
= (Ix + TtóT) 1. 口 


定理 2.3.2 T c Z(X,Y) 具有 广义 道 T+ < 2(Y,X) T = T + óT € 
-L (X,Y) 满足 |IT+|I||óT|| < 1. <Ç 


S = (Ix +T+óT) + (Ix — TtT), (2.3.17) 
则 
(1) S e 名 (X) 为 有 界线 性 投影 算 子 ; 
(2) 如 果 dim N (T') = dim N(T) < oo 或 工 为 了 的 稳定 扰动 ， 则 
R(S) = N(T). (2.3.18) 


证 明 (1) 只 需 证 S WR. 由 (2.3.16), 注意 到 T+ = .T+TT+， 我 们 有 
(Ix — T+T)T+óT = 0, 从 而 
S? = (Ix +Tt8T) (Ix — T+T)(Ix + T+6T) (Ix — TtT) 
= (Ix +T''óT) (Ix — TtT) 
[Ix — TT óT (Ix + T+6T) (Ix — TtT) 
= (Ix + T+6T) l(Ix ~ TT) = S, 
即 S 为 器 等 的 . 
(2) 由 恒等式 T+T =T+HT + Tt óT,, 有 
S = (Ix +TóT) (Ix — TtT) 
= [x — (Ix + T+T) TtT. 
因而 由 S2 = S, # N(T) c R(S). 
如 果 dim N (T) = dim N(T') < œ, 则 
dim R(S) = dim R|(Ix + TT óT) (Ix 一 TI 人)] 
= dim R(Ix — T tT) = dim N(T) = dim N (T). 


因为 N(T) c R(S), 从 而 R(S) = N(T). 


现 假定 工 为 了 的 稳定 扰动 ， 由 (2.3.15), 有 
TTTS = TT+T(Ix + T+6T)- (Ix — TtT) 
= T(Ix — TtT) = 0. 
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由 条 件 R(T)NnN(T+) = {0}, 导出 75 = 0, 于 是 R(S) c N(T). 因此 R(S) = N(T). 


口 


引 理 2.3.4 i T € 名 (X,Y) 具有 广义 道 Tt c L(Y,X)T = T + óT € 


2(X,Y) 满足 |ITT||||óT'|| < 1, 则 下 述 命题 等 价 
(1) R(S) = N(T); 
(2) (Iy 十 6TT+)-1T $ N(T) IEA R(T); 
(3) Ix — T+T)N(T) = N(T), 

这 里 S = (Ix + T+T)! (Ix — THT). 
证 明 (1)=>(2). 仅 需 要 证 明 等 式 


(Iy —TT+)\(Iy 二 67T+) TUTx ~ TtT) = 0. 


由 Banach 引 理 ， 有 


Oo 


(Iy + 6TT1) 1 = Y (-1)"(6TT+)", 


n=0 
从 而 可 导出 
T+(Iy + 6TT+) = (Ix + T+6T) TH, 
(Iy + 6TT+)-i6r = óT(Ix + T+6T)-. 
因此 有 


(Iy — TTT)(Iy + 6TT+) TT (Ix — TtT) 
= (Iy —-TT+)(Iy + óT'T*) 6T(Ix — TYT) 
= (Iy —-TT+)T (Ix + T+6T) (Ix — TtT) 
= (Iy — TT+)T(Ix + TtT) (Ix — THT) 
= (Iy ~ TT+)TS = 0. 
(以 下 如 无 必要 ， 省 去 Ix 或 Iy 的 下 标 ， 其 含义 可 以 从 上 下 文明 了 ) 
(2)= (1). 假定 (2.3.19) 成 立 ， 由 引 理 2.3.3, 有 
TS = TTTS + (I -TTTS 
= TT+T(I + T+6T) (I —TTT) 
+(I—-TT+)T(I+T+óT) (I — TtT) 
= T(I— TT) + (I —TTH\(I + êTTH TUI — TtT) = 0, 


(2.3.19) 
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因此 R(S) c N(T). 由 定理 2.3.2 的 证 明 ， 知 N(T) c RS). 于 是 RS) = NT). 
(2)= (3). 类 似 (2.3.15), 经 直接 计算 ， 得 


(T+é6TT+)-ITT1T = T, (2.3.20) 


上 是 对 任意 z € X, 由 (2.3.20), 有 
(I+ óT'I*) Tz 
= (I + TTH) TT+Tz + (I+ éóTTt) TI — TTT)z 
=Tz+(I+¿óTTi)CYP(I — T+T)z, 
因此 (I + éTT+) YTPN(T) C R(T) 当 且 仅 当 R((T +6TTH) T) c R(T). 


只 需 证 ， R((T+5TT+)-1T) Cc R(T) 蕴涵 (I 一 T+T)N(T) = N(T). 
如 果 R((I+óTT+)ÍUP) c R(T), W| Vz e N(T) 存在 ye R(T+) = R(T+T), 满 


Æ 
(T+6TT+)- Tzr = Ty. 
H (2.3.20), 有 
(I+ óTT+) Tz =Ty 
=(I + TT) TTtTy 
=(I + ôTT+) Ty. 
FA z = z —vv 68 N(T) HRE 
x= (I -—TtT)z € (I — TTT)N(T), 
因此 ， 有 
N(T) C (I—- TTT)N(T. (2.3.21) 
显然 
(IT— T+T)N(T) CN(T). (2.3.22) 
综合 (2.3.21) 与 (2.3.22), 得 
N(T)= (I — T+T)N(T). (2.3.23) 


(3)= (2). 设 (2.3.23) 成 立 ， vz c X, 存在 ye N(T), 满足 
(T—T+T)z = (I -T+T)y. 
由 公式 (2.3.20), 有 


(T 十 67TTT+) Tz 
= Tr + (I+ ôTT) TI —TtT)x 
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= Tz + (I +ôTTH)T(I —-T+tT)y 
= Tz — (I + ô6TTH)TT+Ty 
= T(x — y), 


因此 
R((I + 6TT+)-1T) c R(T). 
于 是 
(十 6TT+)-ITNT) c R(T), 
即 (2) JA. 口 
定理 2.3.3 É T c 2(XY) 具有 广义 逆 T+ c @(Y,X) T = T + óT € 
<(X,Y) 满足 THIT < 1. 假设 下 述 条 件 之 一 成 立 : 
(1) dim N(T) = dim N(T) < +oco 或 R(T)NN(T+) = {0}; 
(2) (I — T+T)N(T' = N(T). 
MJ TA Sm T, N(T')= N(T+), RT") = R(T+), 且 


T =(I+Tt8T) T+ = T+(I + 6TT+)-! 


ITI 


=+ 
IT || < ————a 
1 — +6 


证 明 若 条 件 (1) 成 立 ， 由 定理 2.3.2, 引 理 2.3.4, 知 定理 2.3.1 中 条 件 (*) 为 
真 . 从 而 得 到 结论 FRF (2) 为 真 ， 应 用 引 理 2.3.4 及 定理 2.3.1 即 可 . 口 
推论 2.3.4 ił X = (Cr, -D,Y = (C%,| :|), TT = T + óT € @(X,Y) 
满足 |T+||óT| < 1, 则 工 为 了 的 稳定 扰动 ( 即 RT) ANTH) = (0)) 当 且 仅 当 
rank(T') = rank(T'). 
证 明 由 引 理 2.3.2, 5(R(T), R(T)) < IITTI < 1, JA dim R(T) < dim R(T) 
(JL [Ka] p.200, 推论 2.6). 现 假定 R(T)n N(T*) = {0}, 则 
m > dim[R(T+N(T+) 
= dim R(T) + dim N(TT) 
= dim R(T) + m — dim R(T). 


因此 dim R(T) < dim R(T), 于 是 dim R(T) = dim R(T), 此 即 
rank(T) = rank(T). 


反之， 如 果 rank(T) = rank(T), 则 dim N(T) = dim N(T) < œ, H EB 2.3.3, 
可 知 荆 有 广义 道 


T' = 
因此 N) = N(T+). 从 而 
R n N(T+) = RT) n N(T'' ) = (0). 口 


(了 十 了 +6T) 一 个， 


定理 2.3.5 T e Z(X,Y) BR T# c Z(Y, X), T = T+óT e .2(XY) 
满足 |T7ól' < 1. MU 


S = (T+T#8T) 1T# = T#(I + óT'T#) 1 
YT HEKKER 0:39 
R(T) A N(T”) = {0}, (2.3.24) 
证 明 ”必要 性 . 设 S =T 为 工 的 广义 逆 , 则 Y=R(T)@N(TT) 且 N(TT') = 


N(T ) = N(5). 于 是 _ 
R(T) n N(S) = {0}. 


另 一 方面 ， 由 $2.1 中 定理 2.1.12,N(S) = N(T#), 从 而 
R(T) n N(T*) = {0}. 
充分 性 . 由 条 件 |T'#óT| < 1, 应 用 82.1 中 关于 有 界外 道 稳定 性 的 定理 2.1.12 
可 推 知 S 为 工 的 外 逆 ， 且 N(S) = N(T#). 再 由 条 件 (2.3.24), 有 
R(T) N N(S) = R(T) n N(T#) = {0}. 


由 于 5 为 工 的 外 逆 ， 故 5T HRSA, HER NT) c N(ST). 
X Yx € N(ST), STz = 0, JA Tz € R(T)NN(S). 故 Tz=0, 因 此 N(ST) c 
N(T). 于 是 


N(ST) = N(T). 
由 定理 2.1.4, S 39 T WJ N, MT S= T 为 互 的 广义 道 . o 
下 面 给 出 稳定 扰动 的 刻画 条 件 . 


引 理 2.3.5 i& T < @(X,Y) 具有 广义 逆 T+ c @(Y,X), T = T + óT' € 
LX, Y). 如 果 ó(R(T), R(T)) < |I- TT+||-1, NJ T A T ARER, BH R(T)nr 
N(T+) = {0}. 

证 明 假如 [R(T) Nn N(T')|M0) Z @, & u c R(T) WE Ttu = 0 H |lul| = 1. 
Xr, c X, # 

1 = |lu|| = || — TT )(u — T2)|| 


< |Z — TT |illu — Tl, 
从 而 


ô(R(T)), R(T)) > |I-TT*|| `, 


此 为 矛盾 .因此 RO) n N(T+) = (0). 口 
推论 2.3.6 T € 2%(X,Y) 具有 广义 逆 T+ < 2(Y,X) T = T + óT € 
L(X,Y) 满足 THIT] < [1+ |Z — TTH]. 如 果 dim N(T) = dim N(T) < œ, 
WJ T H T ARER. 
证 明 由 引 理 2.3.2 及 定理 2.3.3, 有 


6(R(T), R(T)) < IIT NT 


ZL 
` 1-—- |T+|||lóT| 
1 
< M- TT 
由 引 理 2.3.5, 有 R(T) n N(T+) = (0). 口 


下 面 给 出 R(T)NnN(T+) = (0) 的 等 价 条 件 . 

定理 2.3.7 设 Te 2(X,Y) 具有 广义 逆 T+ € Q@(Y,X)T = T + óT € 
学 (X,Y) 满足 THIET] <l +I -TTH 则 下 述 命题 等 价 

(1) 工 为 工 的 稳定 扰动 ; 

(2) (r. + 6TT+)- 'TN(T) c R(T); 

(3) T" 存在 , B T' =TH + ôTTH, T" < ITHE- lléTlliT+l)-: 

(4) ô(N (T), N(T)) < |I — TT+|| 1; 

(5) (R(T), R(T)) < IZ — TTH 

证 明 (1)=(2) 由 定理 2.3.2 及 引 理 2.3.4 推 得 . 

(2)=> (3). 由 定理 2.3.1 可 得 . 

(3)=(4). 由 引 理 2.3.2, T 与 工 互 换 ， 得 


6(N(T), N(T)) < IZ" MIT], 


由 (3) 及 条 件 _ ITITI 
ôN (T), NQ) S 2 ToT] 
1 
< -TTH 


(4)=(5). 由 ([Ka]p-201, 定理 2.9), 我 们 有 
S(R(T*), R(T*)) = ô&(N(T)*+, N(T)+) 
= ó(N(T), N(T)) 
< |Z- TT*| ` !. 


注意 到 T+ 存在 当 且 仅 当 (7T*)+ 存在 , 且 (7T*)+ = (T+)*, -TTH = |i*—T*T*+||, 
应 用 引 理 2.3.5, 
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R(T") n N((T*)*) = (0). 
由 定理 2.3.3, T 有 广义 道 


(T+ = [+ (TY (TYIT) 


H 
EON IT| 
IEOS pr 
AN 
ype 


应 用 ([Kajp.201, 定理 2.9) 及 引 理 2.3.2, 互 换 T 了 与 7T, 有 


6(R(T, R(T))) = 6(R(T)-, R(T)-) 
= ó(N(T*), N(T )) = ó(R(T'”), R(T™)) 
< EHD = IG) NT 
ITHITI 3 
~ 1- [THIT] > Z -TTH 
(5)=(1). 由 引 理 2.3.5 立 得 . 口 
定理 2.3.8 g T € (X,Y) 具有 广义 逆 Tt < Q@(Y,X),T = T + óT € 
L(X,Y) 满足 THIT] < 二 工 为 了 的 稳定 扰动 的 充分 必要 条 件 为 : 存在 算 子 
AT € @(X,Y) 满足 条 件 
(I — TIT)AT(I— TT) = 0, |T+ATI < 1, AT < 1, (2.3.25) 


使 得 
ôT = AT — (I —-TT+\(I + ATT) AT(I — T+T). (2.3.26) 
证 明 必要 性 . 设 工 为 了 的 稳定 扰动 . < 
AT = TT+éTT+T +TTTóT(I — TTT) 
+(I— TTT)óéTTTT. 
则 AT 满足 (2.3.25). 应 用 公式 
I— (T+6TT+)-16TT+t = (十 67TT+) 一 ， 


由 于 
ATT+ = TT+6TT+ + (I -TTH)6TT+ = éáTT+, 
AT(I— T+T)= TT+6T(IT ~ TtT), 


. 72. 第 二 章 ”线性 算 子 的 线性 斜 投影 广义 逆 


我 们 有 
(I—-TTH\(I + ATT+T) -IAT(I — THT) 
= (I — TT+)(1 +ôTTH)'TTtT(I — TYT) 
= (I —TTH)[I — (I + óTT+)-léTT+T]TTTóT(I — TtT) 
= —(I-—TTT)(I+TTT)'1óTTTóT(I — TtT). 
由 恒等式 


(T 十 6T7+)-1677+ = I — (I+ óTTT) 一 
及 条 件 R(T) R NT+) = 0, 应 用 定理 2.3.2 及 引 理 2.3.4 中 (2) 有 
(I— TT+)(I + éóTT+)'lóT(I — THT) = 0. 
从 而 ， 有 
(I— TTT)(I+ ATT AT(IT — T+T7) 
—(I—TTt)óT(I— T+T) + (I —TTt)(I+ óT'T+) 6T(I — T TT) 
— (I —TT+)óT(I 一 THT). 


T AT — (I -TTH)(I+ ATT+)-!1AT(I — T+T) 


= AT + (I —- TTH)ST(I — T+T) 
= TTTHTTHT +TT+óT(I — TtT) 
+(I—TTT)óTTIT +(I—TTT)óT(I — TtT) 

= ôT. 
充分 性 . 设 AT e Z(X,Y) 满足 (2.3.25), (2.3.26), 需 证 ， R(T)NN(T+) = {0}. 
METR, 取 z = Tu Z 0 B. Ttr = 0. @ y = TtTy, y = (I — Tt T)u, H 

(2.3.26), # 
(T+TT+ATT+T)y + TT+fAT(I — TT) 


= Ty+ TTT+ATJ 
= T(T*Ty + TTóT) = 0. (2.3.27) 
x =(I-TTHATT*Ty 
— (I —TTĦ)\(I + ATT+) AT(I — T+T)y,, (2.3.28) 


H (2.3.27) A T : R(T) — R(T) 的 单 射 性 ， 得 到 
yı = —(I +TtAT) Tt ATY. 


因此 ， 由 (2-3-28), (2.3.25), 经 简单 计算 ， 得 
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r= —(I-TTHATTT(I +TtAT) TATY 
— (I- TT) + ATT) 1ATy 
= 0. 
此 为 矛盾 ， 因 此 
R(T)NN(T+) = (0). 口 
2. 广义 逆 Tio 的 连续 性 


设 人 为 拓扑 空间 ，7; :人 2(X,Y) 为 连续 的 . WMR T, 的 广义 逆 Ti 存在 ， 
由 T, 一 Tro 一 般 不 能 推出 T+ 一 T+. 


反例 如 下 : 
设 
A- (i Di 4 (1 i eao 
1 1 1 1 


有 1 1 
ñ 4 4 ñ r 1 y! 
As pa a p #S5| > 
4 4 


BA, Mior A; = 4, 但 lim ,oo4+ = At PE, (J [Nal] p.367). 
因此 ， 需 给 出 T+ 为 连续 的 充分 必要 条 件 . 
下 面 引进 T; 的 局 部 精细 点 的 概念 . 
定义 2.3.2 设 入 为 拓扑 空间 ， zo € A, Ta: A— @(X,Y). 如 果 满 足 : 
(1) FE To = Trs 的 广义 道 TE € -L (Y, X); 
(2) 存在 zo € A 的 邻 域 Co, 满足: Vz € Uo, T, 均 为 To 的 稳定 扰动 ， 即 
RTJInNCIT) = {0}, Yx € Uo. 


则 称 zo 为 ZT 的 局 部 精细 点 . 

局 部 精细 点 的 概念 是 一 个 重要 的 概念 . 在 T+ 的 连续 性 ， 非 线性 映射 的 局 部 线 
性 化 及 Banach 流 形 的 构造 中 ， 均 有 重要 的 应 用 . 

首先 ， 讨 论 T+ 的 连续 性 . 

定理 2.3.9 Ü T, : A— L(X,Y) # zo € A 23. To = Te 具有 广义 道 
T+ € L(Y, X). WI 

(1) 存在 zo 的 邻 域 Vo,Yz e Vo, T, BAST XÆ% T+ € L(Y, X), H 


T, = TE I + (T, — To) T] 7}; 


(2) lim;_,, , T£ = TF 成立， 当 且 仅 当 zo 为 T, 的 局 部 精细 点 . 
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证 明 必要 性 . 设 存在 To 的 邻 域 Vo 使 条 件 (1), (2) 成 立 . 因为 lim;x ,zo T, 一 To. 
H T; € @#(Y, X). 不 失 一 般 性 , É Vz € Vo, A |o |IlT, -Toll < B+- ToTy I]. 
由 定理 2.3.7 中 (8)=(1), # Vz € Vo, T; 为 To 的 稳定 扰动 , 从 而 zo 为 T, 的 局 部 精 
ZH 8. 

充分 性 . 1 zo 为 T, 局 部 精细 点 .由 T; L(Y, X) H lime T; = To, WIF 
在 zo 的 邻 域 Vo, 满足 Vz € Vo, A 


IZIT: — Toll < [+ |Z — ToT], (2.3.29) 


H 
R(T;) n N(TF) = (0). 


由 定理 2.3.7 中 (1)=> (3), 知 T, 具有 广义 道 T+ € Z(Y, X), H. 
T+ = T [I + (T, — To)Ty] 1. 


注意 到 ， 由 Banach 引 理 及 ||T; — Toll|To || < 1, 有 
[IL + (T, — TOTEI = > ID - T,)Tç ]", 
n=0 
从 而 
[I + (Ts — To)To] ` — I 


[(To — 7Tz)70 |” 


Me 


1 


= (To 一 T,)To S(T Tz)70 


n=0 


= (To — TTF U + (Tz — To) TF]. 


3 
li 


于 是 由 定理 2.3.7 中 (3), É (2.3.29) 有 


IT = TH < ITM + (T, — ToT — Tl 
IT — TOTEI 
1- Te — TONIT 
ITa — TOTH 
1-1 + or 
因此 


lim T+ = T+. 口 
ZT 一 Z0 


下 面 给 出 局 部 精细 点 的 等 价 条 件 . 为 此 ， 首 先 证 明 一 个 有 用 的 引 理 . 
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引 理 2.3.6 Ú To € Z@#(X,Y) BRAT MW TF e L(Y, X), it A: @(X,Y)— 
(X, Ro x No) 定义 为 
(AT)z = (ToTH Tz, (I — TY To)z),z € X, 


这 里 Ro = R(To), No = N(To), MI 
(1) A 为 连续 的 ; 
(2) 存在 To 的 邻 域 Vo, 使 


R(ToT T) = Ro, (AT) € (X, Ro x No). 
AT 为 可 逆 算 子 ， 且 


N (ToT T) = (AT) 1[(0) x No], YT € Vo. (2.3.30). 


证 明 (i) 对 任意 了 T,S e (X,Y),z e X, H A BE X, 有 
A(T — S)(z) = (TT (T — S)z, 0). 
显然 ， 有 
ILA (T — S)|| < ITTF NT — SI, 

于 是 A 为 连续 线性 算 子 

(ü) 首先 证 ATo € Y(X, Ro x No) 为 可 道 算 子 . 只 需 证 N( 和 To) = {0}, H 
R(ATo) = Ro x No. 

Vr € N(ATo), 有 


0 = (ATo)z = (ToT Toz, (I — T$ To)z) 
= (Toz, (I — Tf To)z). 
因此 Tbz = 0, (1—T To)z = 0, AM z = (I— Tó To)z +T Toz = 0. t N(ATo) = {0}. 
对 于 任意 (x,y) € Ro x No, Ë u = Ti z + v, A 
(ATo)u = (To To To(TH z + y), (I — To To)(To z + y)) 
一 (To T; z, (I = TY Toy) = (x,y), 
即 Ao 为 满 射 ， R(ATo) = Ho x No, 因此 ATo 为 可 逆 算 子 . R. v(x, y) € Ro x No, 


有 (Ao) (z, y) = Dz + y. 
设 Mo = max(1, |T ||), 则 


(AT) +| < Mo. 


É S E€ L (X, Ro x No) 满足 
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IS —ATol < Mç `, . 

MU ICS — (ATo))XATo) '| < 1, AT S AARTE S-1 < @(Ro x No, X). 

A 

Vo = {T € L(X,Y) : |T -Tl < (Mol|lTo TTI) 11, 
MU YT e Vo, £ S = AT, # 
IIS — ATo|| = ll ^ (T — To)|| 
< |7070 IIT — Toll 
< MT 

因此 S= AT € (X, Ro x No) 为 可 道 算 子 . 

Vz € Ro, R T € Ww, Z u = (AT) 1(z,0), W u € X, H (AT)u = (zx,0), 从 而 
ToTo Tu = z. 因此 ze R(ToTF T), W Ro = R(To T; T). 

VT € Vo, ER z € (AT) 1((01 x No), 有 

(AT)z = (ToT Tz, (T — T To)z) € {0} x No. 
从 而 ze N(To Ty T), 因此 
N(ToTHT) D (AT) 1((0) x No). 
又 任 取 z € N(ToTy T), 有 
(AT)z = (To Ty Tr, (I — To To)z) € (0) x No, 
于 是 
N(ToTHT) = (AT) 1((0) x No). D 
以 下 设 A 为 拓扑 空间 . 
定理 2.3.10 i T, : A— 2Z(X,Y) 为 在 zo € E EZK, To= Trn 为 有 限 秩 


J, 且 存 在 广义 逆 To e 2(Y, X), 则 zo 为 的 局 部 精细 点 当 且 仅 当 存在 zo 的 邻 


域 Vo, 使 
rankT, 一 Tank70，Vz € W. 


证 明 必要 性 . 设 zo € A 为 的 局 部 精细 点 ， 即 存在 zo 的 邻 域 Wo, Vz € Vo, 
有 
R(T,) n N(T$) = (0). 


由 定理 2.3.8 Vz € Vo, Te 有 广义 道 T+ e L(Y, X), H 
T+ = T£ I + (T, — TT] "1. 


出 此 易 知 : yz € Vo, 
T+ = [I + TF (T; — To) TE, 
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于 是 得 


N(T+) = N(TH), Vz € V. (2.3.31) 
从 而 得 空间 Y 的 拓扑 直 和 分 解 
Y = R(T%) @ N(TH) 
~ Y = R(T.)@ N(T+),vr € Vo. 
H (2.3.31), 有 


Y/N(T+) = Y/N(T+), Vz € W. 
但 商 空 间 Y/N(T:) 与 R(T,) 拓扑 同 构 (z € Vo), 从 而 
dim R(T,) = dim R(To) < co, Vz € W, 


ü rankT, = rankTo, Vz € W. 
TIE. 设 存 在 zo 的 邻 域 Vo, 满足 
rankT; 一 Tank70， Vz € Vo, 
BẸ 


dim R(T,) = dim R(Tọ) < co, Vz € Vo. 
由 于 Vz e Vo, X 有 代数 直 和 分 解 
X = NTz)+N (Tz), 
N (T,) X N(T,) 的 代数 补 子 空间 ， 而 TT : N (T,) > R(T,) 为 线性 同 构 ， 从 而 
dim N (Tz) = dim R(T,) < oo. 


注意 商 空 间 X/N(T,) 与 N (Ts) 线性 同 构 ， 从 而 codimN (Tr) < co. 

由 定理 1.1.4, Vz € Vo, N(T,) 与 R(T,) 分 别 在 X,Y 中 拓扑 可 补 . 记 Nz = 
N(T,), R, = R(T,), Nz , R3 分 别 No R, 的 拓扑 补 子 空间 , M X = N: @ N; ,Y = 
R: © Rz ,vz € Vo. BIR Toly- 为 一 对 一 且 到 上 的 上 映射， 定义 为 


T+h = (Talys) h, he Ra, 
0, h € R}. 


Yh € Y,h = hi + hə, hı € R,,hə € Rz, A Tfh = (Ts|y-) hi, MJ T € 
L(Y, X), R(T}) = N; ,N(T2) = R3, T X T, BJ SGE. 特别 To 具有 广义 逆 
To. 

因为 T, 在 zo 处 连续 ， 不 妨 设 Vz e Vo, 引 理 2.3.6 中 的 条 件 成 立 ， 从 而 vz € 
Vo, R(ToT; Ta) = Ro, 于 是 ， 我 们 有 
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Y = Ro 9 R3 =R, +R; = R+R;, 


这 里 R, = R+(Rz N Ry). 由 此 ， 导 出 Ren RJ = {0}. 注意 到 R = NTF), 从 而 
R(T) N N(TF) = {0}, Vz € Vo 成 立即 zo 为 T, 的 精细 点 . o 

定理 2.3.11 IT, : A — L(X,Y) # zro € X AEZ, To = Tao 有 广义 
逆 TF < L(Y, X). W) T; Æ zo 处 局 部 精细 的 充分 必要 条 件 为 存在 zo 的 邻 域 Vo, 
Vr € WW, 有 

(I— TE To)N (Tz) = No. 
证 明 AX T, 在 zo 处 连续 ， 故 存在 zo 的 领域 Vo WE: Vz e Vo, 有 
|o IT, — Toll < [+ IZ- ToT ||]. 


由 定理 2.3.6 中 (1)= (2), 及 引 理 2.3.4 中 (2)e (3), W T = Ta, 6T = T, —To, T = To, 
立刻 得 到 结论 . 口 
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1. 局 部 线性 化 定理 


定义 2.4.1 12 X,Y 为 Banach 空间 ，U c X 为 开 集 . f:U 一 Y 了 为 O01 映 
H, WREE X 中 zo EU 的 邻 域 Uo KY 中 9 的 邻 域 Vo, 又 存在 映射 及 wv 满足 

(1) u : Uo > vuUVo)CX 及 wv: W — (Wo) c Y Awa, H u(zo) = 
0, v(0) = f(zo); 

(2) u'(zo) = L,u'(0) = I, f(x) = (vo f'(zo) o u)(z),z € Uo, 则 称 f 在 zo 处 可 
局 部 线性 化 ， 或 称 f 为 在 zo 附近 局 部 共 轿 于 f'(zo). 

5| 理 2.4.1 设 T : A > L(X,Y), Vx € AR = R(T,), Ro = R(T,,), No = 
N(To), To = T, 具有 广义 逆 TF € L(Y, X), 则 存在 zo 的 邻 域 Uo 及 一 族 有 界线 性 
投影 { 忆 }ze\, 满足 Vz € Uo, R(P,) = Na, E. 


立 一 20 
证 明 i Uo = {2 €A: |T — Toll < [72 ||) 11, MJ Uo 为 入 中 开 集 . 
如 果 Re = Ro, 则 Vz € A, ToT T, = Tr, 从 而 Vz € Uo, Ts = To(Ix — To (To — 
T,)), 于 是 ， 我 们 得 到 
N, = (Ix — Ty (To — T,,)) ` No, Vz € Uo, 
从 而 对 ze Uo. 令 
Sz = (Ix — Ty (To — T,)) ` (Ix — To To), 
S, = (Ix — Tr To)(Ix — T (To — T,)) 1. 
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BIR, Sr, Ss < LX) 且 连 续 依赖 于 z, B. P, = S,S, 为 关中 有 界线 性 投影 易 知 
P, 关 十 z 连续 ， 口 

定理 2.4.1 设 T: 人 一 -2(X,Y) # zo Ee 人 处 局 部 精细 ， 则 存在 zo 的 领域 
Uo 及 一 族 有 界线 性 投影 (P.), 满足 R(P,) = N, B. 


lim P, = Ix — Ty To. 
TT0 


证 明 [828 T. 在 zo 处 为 局 部 精细 的 ， 由 定义 70 存在 , HB T; < 2Z(Y, X). 由 
引 理 2.3.6, 存在 ro 的 邻 域 Uo,vz € Uo, R(ToT; Te) = Ro. € 


S, = Too Tz, r € Uo. 


则 So = Sr, = To, z > S, 为 连续 的 ， 且 R(S2) = R(S0), S55 = TF € Z(Y, X), 由 引 
JH 2.4.1, 存在 一 族 X 中 有 界线 性 投影 已 , 不 妨 设 Vz c Uo, R(P,) = N(S2), E. 


lim P, = Ix — Sd So = Ix — To To. 
因此 ， 只 需 证 N(S,) = N,,z € Uo. 注意 到 Ns c N(S;), H 
N(S,) = Ns + {u € X : T>. [u] € R3}, 


这 里 [u] € X/Nr, T, [u] = Tzu B. Rç = R(Iy — ToT). 因为 R, N R; = R(T) N 
N(TF) = {0}, Yz € Uo, 从 而 
N (S2) = Nz. 口 
定理 2.4.2 Ü f : U — Y 为 C1 映射 . XF z € U, W T, = f'(x), To = 
f'(zo), zo € Uo. 设 To RA SOGA To € .Z(Y, X). M f # zo 处 可 局 部 线性 化 的 充 
分 必要 条 件 为 Tz 在 zo 处 为 局 部 精细 的 . 
证 明 必要 性 . 设 f 在 zo 处 可 局 部 线性 化 ， 即 存在 两 个 微分 同 胚 u: Uo 一 
u(Uo) C X Kv: Vo — o(Vo) CY 满足 wu(z0) = 0,u!(zo) = Ix,v(9) = f(zo),u' (0) = 


Iy, H. 
f(x) = o(f'(zo)u(z)),Vz € Uo, 


从 而 有 
f'(x) = v (f'(zo)u(z))f'(zo)u (z), Vz € Uo. 
特别 ， 有 
f'(zo) = v' (0) f'(zo)u (zo). 
今 
S(x) := (w) (x)TE (u) (F (zo)u(z)),z € Uo, 
则 Vr € Uo, 有 


7TzS(z) = f'(z)S(z) 
= u'(f'(zo)u(z))f'(zo)Tr (u) 1(f!(zo)u(z)), 
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于 是 Vz € Uo, 由 f'(zo)T; f'(zo) = f'(zo), 有 


TL,S(z)1T; 
= f'(z)S(z)f'(z) 
= u (f'(zo)u(z))f'(zo)T; (07) 1(f'(zo)u(z))u (f'(zo)u(z))f'(zo)u' (z) 
= u'(f'(zo)u(z))f'(zo)T; f'(zo)u (z) 
= v (f'(zo)u(z))f'(zo)u (z) 
= f'(z) = T, 
同 理 
S(x)Tz S(x) = S(x). 
因此 


T+ = S(x), Vx € Uo, 
XE Ti X T, = f'(z) 的 广义 逆 且 


lim T+ = lim S(x) = S(zo). 


由 于 

S(zo) = (u)! (zo)70 (v)! (0), 
故 有 

To = u'(zo)S(zo)u (0) = S(zo), 
于 是 


lim T+ = TH. 
由 引 理 2.3.2 中 (2.3.13) 式 ， 有 
CN (To), N(T,)) < ITA Ts — Toll, z € Uo. 


因为 lime T, = To H lim,_,,, T+ = T4, 所 以 limsa ITHIIT — Toll = 0. 不 失 
一 般 性 ， 设 vz € Uo, 有 


ó(N(To), N(T,)) < |Z — ToT. 


再 由 定理 2.3.6 中 (1)< (4), 得 知 R(T,) n N(T+) = (0),V=z € Uo, 因此 zo X Tr W 
局 部 精细 点 . 

充分 性 . 由 定理 2.4.1, 存在 zo 的 邻 域 Uo 及 一 族 有 界线 性 投影 Pr, 满足 R(P,) 
= N, 对 一 切 ze Uo 成 立 ， 且 


lim P, = Ix — To To, (2.4.1) 
T—>TOo 


这 里 To = f'(z0). 
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定义 
u(z) = TE (f(z) — f(zo)) + (Ix — T To)(z — zo), z € Uo. 


则 u (Zo) = 0, u'(zo) = Ix. 
我 们 将 证 明 下 述 结果 ; 
(i) 存在 X 中 开 球 Bx(0,r) 满足 


u:u '(Bx(0,r)) => Bx (0, r) Ata F RE, 
Ny = (u'(y)) >No, Vy € u (Bx(0,”)), 
(ü) 在 wu (Bx(9,7)) 中 存在 Bx (zo, p) 满足 
Ty (f(z) — J(zo)) € Bx (0, r), Vz € Bx (zo; p); 
u : Bx(z2o, p) — u( Bx (zo, p)) 
为 微分 同 胚 ， 且 
(f ou )(T5 (f(z) — f(zo)) + (Ix — To To)(z — zo)) 
= (f ou !)(1y (f(z) — f(zo)),Vz € Bx (zo, p); 
(iii) 存在 开 球 By (0,1) 满足 


THz € u(Bx(zo,p)), Vz € By (0,1). 


. 81. 


(2.4.2) 


(2.4.3) 


(2.4.4) 


(2.4.5) 


(2.4.6) 


(2.4.7) 


事实 上 , 由 u(zo) = 0,u! (zo) = Ix, YARAR EE, 得 (2.4.2). H Bx(zo, p) C 


wu-1(Bx (0,7)), 则 (2.4.5) 是 (2.4.2) 的 直接 结果 . 
现 证 (2.4.3), 对 uly) 微分 ， 有 


u (u) = Tç f(y) + (Ix — To To) = To Ty + (Ix — Tç To). 


由 此 导出 : Yy € u l(Bx(0,r)), u(y)Ny = (Ix — Ty To)N,. H (2.4.1), 存在 含 于 


u l(Bx(0,r)) 中 zo 的 邻 域 ， 不 失 一 般 性 ， 仍 记 为 u 1(Bx(0,r)), 使 得 


|P, — (Ix — To To)|| < 1, Yy € u (Bx(0,”)), 
WH (DL [Ka] p.34) 
R((Ix — To To)P,) = R(Ix — Ty To) = No. 


因此 vy € u 1(Bx(0,r)), u! (u) N, = (Ix — T To)N, = No. 
H Tç (f(z) — f(zo)) 在 zo 处 的 连续 性 ， (2.4.4) ZARF tH. 


KAA T70 = 0 e u(Bx(zo,p)), 再 由 Tó 为 连续 线性 算 子 ， 得 到 (2.4.7). 


最 后 证 (2.4.6). 
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$ y = Ty(f(z)— f(zo)), E y2 = mn + (Ix — Ty To)(z — zo) (BD y2 = 
u(z)). 由 (2.4.4) 及 (2.4.5) 并 注意 Bx(zo,p) C u-l1(Bx(0,r)), 我 们 知道 : Vz < 
Bx (z0, p), Y1, 1/2 € Bx (0,r). 从 而 Yt € [0, 1), z € Bx (zo, p), 有 


tyi+ (1 — tyz = y1 + (1 — (Ix — TE To)(z — zo) € Bx (0,r). 
定义 @(.) : [0,1] 一 了 为 
@(t) = (f ou (y+ (1 — t)(Ix — To To)(z — zo)) 
= (f ou l)(tn + (1 — t)y2),t € [0,1]. 
则 
Ht) = (f'ou )(tyi + (1 — t)z2) 
(u)! ou (tyi+ (1 — t)g2)(To To — Ix)(z — zo). 
注意 到 RT T — Ix) = No, 由 (2.4.3) 有 Zat) = 0,vt € [0,1], FÆ @(0) = (1). 


故 (2.4.6) 成 立 . 
由 (2.4.7) 及 (2.4.5), 定义 


v(x) = (f ou o T9 )(x£) + (Iy — ToT )z, z € By(0,1). 


u (0) = To o° (u 1) (0) O T + (Iy — ToT) 
= ToT + (Ix — ToT) = Íy. 
由 反 函 数 定理 ， 存 在 开 球 By (9,m),0 < m < 1, 使 得 
v : By (0,m) — v(By(0,m)) (2.4.8) 
为 微分 同 胚 、 由 于 To 的 连续 性 ， 存 在 开 球 Bx(zo,q) C Bx(zo, p) 满足 
Toz € By(0,m), Vz € u(Bx(z0,q)), (2.4.9) 
因为 Bx(zo, q) C Bx (zo, p), 从 而 在 Bx (zo, q) IN, (2.4.5) 与 (2.4.6) 仍 成 立 ， 于 是 
f(z) = (f ou" o u)(z) 
= (f ou 1)(T% (f(z) — f(zo)) + (Ix — To To)(z — 70)) 
= (f ou™™)(TF (f(z) — f(zo))), Vz € Bx (zo, q). 


由 (2.4.9),(2.4.8) 及 By (0,m) C By (0,1), (u o To o u)(z) 对 每 个 zx € Bx (zo, q) 是 确 
定 的 ， 我 们 有 
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(v o To o u)(z) 
= (v o To)[(TE (f(x) — f(zo))) + (Ix — Ty To)(z — zo)] 
= v(ToTo (f(z) — f(zo))) 
= (f ou ')(To ToT; (J(z) — f(zo))) 
+ (Iy — Too )( To70 (J (z) — f(zo))) 
= (f ou )(T5 (f(x) — f(zo))), Vz € Bx(zo, 9). 
将 上 述 两 个 结果 结合 ， 得 
f(x) = (vo f'(zo)ou)(z), Vz € Bx(zo,q). 
H (2.4.8) 及 (2.4.5), W U = Bx(zo,gq), V = By(0,m), W u: U — (U) K u: V 一 
(V) PJ ATA E. 口 
2. 退化 解 的 局 部 分 野性 定理 


设 X,Y 为 Banach 空间 ， f: X x R 一 Y 为 非 线 性 可 微 映 射 ， (zo, Xo) 为 
f(c. A) = 0 的 解 . 如 果 fi (zo, ào) 为 拓扑 同 构 ( 即 (zo, ào) 为 非 退 化 解 ), 由 隐 函 数 存 
在 定理 , 当 入 充分 接近 ào 时 ，f(z, 入 ) = 0 有 唯一 解 (z(A),A), H. z(A) 关于 入 连续 可 
微 . 因此 和 0 HDRES felto, ào) 为 奇异 算 子 时 . 如 果 (zo, Xo) 为 f(z, A) = 0 W 
##H. N(f.(zo, ào)) Z (0), WPK (zo, ào) 为 退化 解 . 最 常见 的 情形 为 0 是 f.-(zo,Ào) 
的 单 重 特征 值 ， 即 

(Fi1) dim N(f-(zo,ÀAo)) = codimR( fz (x0, Xo)) = 1, H 


N(f. (zo, Xo)) = span{wo}, 


这 里 N(f.(zo,Ào6)) 与 R(f.(zo,Ào)) 为 fsx(zo, Xo) 的 零 空 间 与 值 域 

M. G. Crandall 与 P. H. Rabinnowicz 在 条 件 (F1) 下 证 得 两 个 局 部 分 歧 和 定理 
([CR1] 中 定理 1.7, [CR2] 中 定理 3.2). 但 他 们 又 给 出 dim N(f.(zo, Xo)) = 2 的 例 
+. 现 假设 

(F2) dim N(fz(z0, Xo)) 2 codimR(f.(zo, Xo)) = 1. 应 用 算 子 广义 逆 与 隐 函 数 定 
理 ， 证 得 上 述 两 个 定理 的 结果 . 

定义 2.4.2 设 XY 为 Banach 空 间 ， V c Xx R 33F82, f e CP(V,Y),p > 0. 
假定 在 (zo, Xo) 的 邻 域内 存在 f(z, 入) = 0 的 平凡 解 (x( 和 ), 入 ), 满足 (z), 入) 一 
(£0, ào). 如 果 存 在 序列 {(zn,yn)} C V 满足 

(i) (Zn, Yn) — (zo, ào)(n 一 oo), Tn 天 zr(Mn)(n = 1,2,.…); 

(ii) f (Tn, Yn) 一 O(n = 1,2,- ); 
则 称 (zo, Xo) 为 方程 f(x, 入 ) = 0 的 一 个 分 卜 点 . 

定理 2.4.3 iZ X,Y X Banach FEJ, ào €E R,V c X x R 3 (0, o) 的 邻 域 ， 
f e C!(V,Y). 假定 
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(1) f (96, À) = 0, VA c€ (ào — Ô, Ào + ô); 
(2) fe(0, à0): X > Y RASAR XÙ (f.(0,Xo6))t, H 


dim N (fz(0, Xo)) > codimR( fz (0, Xo)) = 1; 


(3) # V 内 foals, A) 存在 且 连 续 ; 

(4) 存在 wo € N(fz(0,XA0))\{9}, 使 fas(9,Xo)wo € R(f.(0,Xo)). 8 Z = 
R((fz(0, ào))*), 则 

( 存在 一 个 开 区 间 I = (-ee,C1 函数 AC) : I — R, 及 C ”抽象 函数 
z(:) : I — Z 满足 和 (0) = Xo,z(0) = 0. 如 果 z(s) = swo 十 z(s)，s ET, 有 


f(zx(s), A(s)) =0,s EI. 

(ü) Vn f 1(0) 中 包含 曲线 (0, A(s)) 与 (z(s), X(s)), s € 1, B. (0, 和 0) 为 f(z, 入 ) = 
9 的 分 歧 点 . 

(ñi) 如 果 f 为 C? 映射， 则 存在 1e N((fz(9, 和 Ao))*) C Y* 使 得 

MA (L, fzz(0, Ao)) lwo, wo] 
A (0) = 2(l, fes(0, Mo)wo) ' 

这 里 (f. (0,Xo))* 为 fs (0, Xo) WARRT. 

证 明 (i) 对 于 给 定 的 wo € N(f.(0,X6)) 01, 定义 


g(z, À, s) = | = f(swo + z, À), s Z 0; 


(2.4.10) 
fr(0, ào)(wo + z), s = 0, 


这 里 (z, X s) € Z x R x R. 

经 直接 计算 ， 得 到 g0, Xo,0) = 0 B. g(z,X,s) 关于 (z, X,s) € Z x R x R JË 
续 可 微 的 . 下 证 gea (8, Xo,0) : Z x 已 一 了 为 正则 算 子 . 

首先 断言 ， V(%7)E2Z x R, A 


Iez a) (0, Xo,0)(VT) = fr(0, Xo) + r fzx (0, M0)wo. (2.4.11) 


事实 上 ， 由 (2.4.10) 及 Fréchet 导 算 子 的 定义 ， 有 


g(z,X) (0, AXo,0)(VT) 
lim g(0 + ty, 入 0 十 tT, 0) _ g(0, Ào, 0) 


t—0 t 
_ im fe 0.20 + tr) (wo + tY) — fa (0, Mo)wo 
t 一 0 t 


f=(0,Ào + tT)wo — fr(0, Ao)wo 
t 


lim fr(0, ào + tr) + lim 


fz(0, Ao)Y + T fral, Mo)wo. 
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下 面 证 gz,A)(0, Xo,0) 为 单 射 . 
假定 (%,r) € Z x R, 满足 


g(z,à) (0, Ào, 0) (Y, T) = 0, 


H (2.4.11), 有 

fr(0, M0) + Tfzrs(0, M0)wo = 8. (2.4.12) 
由 于 fz(9, Xo) 具有 有 界 广义 道 , 故 R(f.(0,Xo)) 为 团 的 ， 由 Banach 闭 值 域 定理 ( 见 
[Yo)), 有 N((f- (0, Ào))*) 一 R(f- (0, Ào))+. 取 lE N((f. (0, Ào))*) 一 R(fz(0, ào))*, H 
Iz 0. 以 1 作用 于 (2.4.12), 得 

T(l, fza(0, M0)wo) = 0. 

因为 foal, Ao)wo g R(f.(0,Ao)), 所 以 (L, fzx (0, A6)) Z 0, FÆ T = 0, B. f. (0, Xo); = 
0， 因 此 % € N(f.(0,X6)). XAK Yy E€ Z = R((fz(9, 和 0))1), AT y = 0. 因此 
9(z,x) (0, Xo, 0) 为 单 射 . 


下 面 证 9(z, 和 ) (0, Ào, 0) 为 满 射 . 


对 任意 yEY, 令 
(1 y) 


(l, fzx (0, Xo)uwo)》 
Y = (fal, Xo)) ly — T feal, Mo)wol. 
则 (4,7) € Z x R. H (2.4.11), 得 
geza) (0, A0, 0) (Ww, 7) 
= fr(0, Xo) +T fzX(0, NM)wo 


= f< (0, Ào)(f-> (0, ào) t [y 一 T f=x(0, Ao )wol| 十 Tfr (0, Ao wo. (2.4.13) 
由 条 件 fzx(0, 和 Mo)wo € R(f.(0,Xo)) H codimR(f.(0,X6)) = 1 , W y 有 唯一 分 解 : 
y = Yı + t fsa (ð, NM)wo, (2.4.14) 


这 里 yı € R(fz(0, A0)). 
用 ! 作用 于 (2.4.14) 的 两 边 ， 有 


a (l, y) 


(l, fox (0@,Xo)uo) — ' (2415) 
因而 由 (2.4.14) 及 (2.4.15), 有 
2 一 T 万 和 (0， Ao wo = 4⁄4 € R(f.- (0, Ào)). (2.4.16) 


由 于 f.(0,X6)(fz(0,X6))1 为 从 Y 到 R(f.(0,X6)) 上 的 有 界线 性 投影 . 由 (2.4.13) 及 
(2.4.16), 得 
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geza) (9, Ao,0)VT) = v, 
El grea (0,X6,0)(06,7) : Z x R — Y 为 一 对 一 的 满 射 . 由 Banach MATEM, 
Je a (8, à0,0): Z x R>Y 为 正则 算 子 . 
对 算 子 方程 g(z, Xs) = 0, 应 用 隐 函 数 定 理 ， 存 在 0 的 es 邻 域 I = (-e,e), E 
续 函 数 X) : I 一 R 满足 |A(s)| < se 及 连续 的 抽象 函数 z(-) : 工 一 Z 使 得 
(z(0), A(0)) = (0, Xo), 且 对 任意 € I, 有 


g(z(s), Xa), 8) = 0 (2.4.17) 
由 g(z, A, s) 的 定义 ， 今 zr(s) = SWo + z(s),s € I, 则 
f(z(s), A(s)) = 6, 


于 是 有 (i). 

(ü) 仅 需 要 证 (9, Xo) 为 f(z,X) = 0 ERRER. 由 /6,A(s)) = 9,s < 了 可 知 
(z(s), 入 (s))ser 为 f(z, 入) = 0 的 平凡 解 ， 其 中 z(s) = 0,s € I. 

H (i), A(0) = Xo,z(0) = 0 B. A(s),z(s) 在 了 上 连续 . 从 而 lim。,o 入 (s) = 
ào, lims—o z(s) = 0. 4 s #0 BF, Æ z(s) = swo + z(s) £ 0, B. f(z(s), A(s)) = 0. 事 
XE, 假如 有 sZ 0, 使 

7(s) = swọ + z(s) = 0, 

则 z(so) = —suo € N(f.(0,X6)) 0 Z, IE Z = R(f-(0,X6)1) 99 N(f-<(0,Xo6)) 的 拓扑 
补 空间 ， 从 而 z(so) = 9, 于 是 wo = 0, 此 为 矛盾 . 

由 定义 2.4.2,(0, Xo) 为 f(z, A) = 0 的 分 歧 点 . 

(ii) 对 方程 g(z(s), 入 (s), s) = 0(s € D 两 边关 于 s= 0 求 导 ， 得 到 


9 = Sg(2(8), A(s), s)ls=o 
= 5 人 Ao)lwo, wo] + X (0) zA, Mo)wo + fs (0, Xo)z (0). (2.4.18) 
用 1 作用 于 (2.4.18) 的 两 边 ， 有 
0 = =q, frz(0, Ao)lwo, wol} + A (0) (L fxx (0, Mo)wo), 
Ta vo = — Ë, fzx (0, Xo)[wo, wol) 
(l, feX(0, Mo) wo) 


定理 2.4.4 jÉ V c X x R J (zo0, 和 0) 的 邻 域 ，f e Cl(V,Y). 假定 : 
(i) f (xo, À) = 0, À € (Ào — Ô, Ào + ô); 
(ii) 廊 (zo, `o) 具有 广义 道 (f.(zo,Xo6))t € L(Y, X), H 


dimN (fz(£0, Xo)) > codimR(fz(£0, Xo)) = 1; 
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(iii) f(zxo, Mo) € R(f.<(zo,Ào)). 
设 Z = R((fs(zo,À)o))!), 则 
(1) 对 十 每 个 wo € N(f.,(zo, ào) O}, 存在 0 BJ e WIR I = (se,e), 连续 可 微 
R AC): I — R, A0) = Mo, 入 (0) = 0 及 连续 可 微 的 抽象 函数 z(.) : I — Z, 使 得 流 
Æ ((z,A)|f(z,A) = 0) 包含 曲线 (x(s), A(s))ser, 其 中 z(s) = zo + swo + z(s),s € I; 
(2) (zo, Xo) 为 f (z, À) = 0 的 分 歧 点 ; 
(3) 如 果 f e C2(V,Y), W| X(s),z(s) 为 2 次 可 微 的 H 
(L, fz==(Zo, Ao)[wo, wo]) 


à (0) u (L, fx(zo, Ào)) 


XE lE N((f.(zo,A6))*) (0). 
G(z, À,s) = f(zo + swo + z, À) — f(zo, ào). 
MJ G(0, Xo, 0) = 0. 
用 定理 2.4.3 类 似 的 证 明 ， 得 
Crz AM)(0,Xo,0)(pT) = 户 (zo, Ao) + r fx (Zo, Ao), 


且 Goa (0,0,0): (Z x R) x R — Y 为 正则 算 子 . 由 隐 函 数 定理 ， 存 在 > 0, 了 = 
(—£,£), Æ AC): I — R WE | 和 (s) 一 和 ol < ó,Vs € I; 又 存在 z(:) : I — Z,(z(s), X(s)) 
# I= (-ée,e) 内 连续 可 微 且 z(0) = 0, 满足 


G(z(s), A(s),s) =0, VsET 


于 是 
Jf(zo + swo + 2z(s), A(s)) =0, VseI. 


从 而 流 形 {(z, A)| f(z,A) = 0} 包含 曲线 
(z(s), A(s)) = (zo + swo + z(s), A(s)), s€ I. 
将 G(z, 入 ,s) =0 RF s 微分 ,得 
Gs (2, À, S)[A (8), z'(8)] + G,(z, À, s) = 0. 
令 s = 0, ## 
G, (0, ào, O)[A (0), z(0)] = —Gs (0, ào, 0) = — fz (£0, Ao)wo = 8. 


(2) 因为 由 (i), 有 
f(zo,À(s)) = 0,s € I. 


令 z(s) = zo,s € I, W (z(s),X(s)) 为 FlzN=0 在 sse7T 上 的 平凡 解 . 
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设 Z(s) = zo + swo + z(s),s € I, 则 当 s 一 0 时 ， 元 (s) 一 zo, A(s) 一 ào. 用 定 
EH 2.4.3 的 类 似 证 明 ， 有 z(s) Z zo,Vs € I\{0} E. f(z(s), 和 A(s)) = 0, vs € I. 于 是 
(zo, ào) 为 f(x, 入 ) = 0 的 分 歧 点 ， 故 (2) pR AZ. 
(3) 对 方程 f(z(s), 和 (s)) = 0 两 边关 于 s 微分 ， 得 
f<(m(s),X(s))z'(s) + f\(x(s), A(s))A (8) = 0. (2.4.19) 
对 (2.4.19) 再 次 微分 ， 得 
feale (s), £ (s)] + fax” (s) + fraà (sje (s) + Faà” (s) 
+ fx z (s) (S) + faa lA (S)? = 0. 
取 s = 0. 注意 X (0) = 0, W 
FaA” (0) + fax” (0) + fezlwo, wo] = 8. (2.4.20) 


W l E N((f.(zo, ào))*) = R(fz(£0, ào)) t, 作用 在 (2.4.20) 的 两 端 ， 有 
A” (0), fx (zo, Ào)) + (L, fzz(£o, Ao) [wo, wol) = 0. 


TEMA Gii), A (fas (go, Ao)lwo, wol) 
(L, fx (£o, Ao)) 


从 而 (3) 成 立 . 口 


XM(0) — _ 
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1. Banach 流 形 的 基本 知识 

定义 2.5.1 设 M 为 拓扑 空间 ，U c M 为 M 中 开 集 ，y :U 一 Uy AARE, 
这 里 U, 为 Banach 空间 X, 中 的 开 集 ， (U, p) 称 为 M 的 一 个 坐标 . 

Banach 空间 X, 称 为 坐标 空间 ， p 称 为 坐标 映射 对 ze U, 


Ty = @(z) 


称 为 > 在 坐标 (U, o) 中 的 表现 或 r 在 局 部 坐标 系 中 的 局 部 坐标 . 
r € M 关于 两 个 不 同 的 坐标 (U, e) 和 (Vy) 可 以 有 不 同 的 局 部 坐标 ze = ylz) 
和 ry = (z), 其 变换 规则 为 


ze = pV (ry) B. z; = yy (zy)). 


定义 2.5.2 设 M 为 拓扑 空间 ， 两 个 坐标 (U, p) 与 (Vw) 称 为 C* 相 容 的 ,是 
E UNV =Ø R poy! 5 yog! HH CE 映射 . 
显然 
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pop™: 0(U NV) > e(U NV), 
H 
Wop 1: @(U nV)— (U n V). 
定义 2.5.3 设 M 为 拓扑 空间 ，M 的 CF 坐标 系 是 一 族 满足 下 列 条 件 的 坐标 
{(Ua, Pa) taen: 
(i) UacaUa D M; 
(ii) 任 两 个 坐标 是 C* 相 容 的 ; 
(Hi) 所 有 的 坐标 空间 Xo 为 Banach 空间 . 
一 个 坐标 (U, e) 如 与 坐标 系 中 任 一 坐标 均 相 容 ， 则 称 为 允许 坐标 . 
如 果 M 具有 C" 坐标 系 ， 则 称 M 为 C*-Banach 流 形 ， 如 果 所 有 的 坐标 空间 
X, 均等 于 固定 Banach 空间 X, 则 称 M 为 装备 于 X 上 的 C*-Bnanch 流 形 . 
X 的 维 数 d(0 < d < co) 叫做 Bnanch 流 形 M 的 维 数 . C0C?-Bnanch 流 形 又 叫 
拓扑 流 形 . 
定义 2.5.4 设 M,N 为 C*-Bnanch 流 形 (k > 1). f : M — N 称 为 C* 的 ,是 
指 Yz € M 及 M 中 坐标 (U, p), N 中 坐标 (V, Y), 使 ze U, f(z) e V, f 的 表现 ff 
f=pofog!: X 一 也 (2.5.1) 


在 ze = plz) 点 为 C* 的 . 

f 称 为 C* fr |H], edi f 为 双 射 ， HB. f 与 广 : 均 为 C* 的 . 

没 M 为 C*-Bnanch 流 形 ， 一 个 M Pit z e M 的 C1 曲线 x = r(t) 是 一 个 满 
Æ z(to) = z 的 C1 映射 z(-) : U(to) C R — M. 此 曲线 在 坐标 (U, e) 中 的 表现 为 

ro = rlt) = (z(t)). 
在 对 应 的 坐标 空间 中 ， 这 条 曲线 在 z 具有 具体 的 切 向 量 : 
Up = z (to). 

定义 2.5.5 iZ M 为 CO*-Bnanch 流 形 ，k > 1,z € M. M Piir 点 的 两 条 0 
曲线 在 z 点 是 等 价 的 ,是 指 这 两 条 曲线 在 某 固定 的 允许 坐标 中 的 表现 在 ze 点 有 同 
一 切 呵 量 . 

M 在 z 点 的 切 向 量 v 是 在 z 点 的 C- 曲线 等 价 类 . 

定义 2.5.6 设 M 为 Cr*-Bnanch 流 形 >l,M 在 z 点 的 切 空 间 了 TM- 就 是 
M # z 点 所 有 切 问 量 的 集合 . 

TM, 为 与 坐标 空间 X, 线性 同 胚 的 拓扑 线性 空间 . dimTM; = dim Xy. 

定义 2.5.7 i M 为 C*-Bnanch 流 形 ，k > 0.M 的 一 个 子 集 SRJ M 的 一 
个 子 流 形 ， 是 指 : 对 每 个 点 z € S, 存在 M 中 一 个 满足 z € U 的 允许 坐标 (U, e), 
使 得 下 述 条 件 成 并: 

(i) 坐标 空间 X, 中 有 闭 子 空间 Yp, Yo 在 X, 中 拓扑 可 补 ; 

(i) 举 标 像 p(S n U) 38 Y, 中 开 集 
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2. 在 Banach 空间 之 间 构 造 Banach 子 流 形 的 广义 原 像 定理 


设 X,Y 为 Banach 空间 ,UU 为 X HFE, f: U >Y 为 01 BRA. A£ z € U uu 
做 f 的 止 则 点 ， 是 指 f 在 z 点 为 浸没 (f'(z) 为 满 射 ) 点 yeEY 称 为 f 的 正则 值 ， 
是 指 3 = f 1(u) 为 空 集 或 仅 由 正则 点 组 成 . 有 著名 的 原 像 定理 : 设 f: Uc X — Y 
为 C1 映射 ，y € Y 为 f 的 正则 值 , MJ S = f l(u) 2 U 的 Ci 一 子 流 形 ( 见 [Ze] IV). 
现 将 上 面 结果 进行 推广 . 

定义 2.5.8 i] f:U c X— Y XC- 映射 点 xz € U 叫 了 的 局 部 精细 点 ， 
是 指 f'(z) # z 点 为 局 部 精细 的 . 

定义 2.5.9 i% fim E, v< Y 称 为 f 的 广义 正则 值 ， 是 指 5= fiy) 为 空 
集 或 仅 由 f 的 局 部 精细 点 组 成 . 

定理 2.5.1 设 f:UCX 一 Y HCl- kit, U WX X 中 开 集 . 如 果 yeY 为 
f 的 广义 正则 值 ， 则 3 = fiu) 为 中 UV FARÉ, HX ze S, 


TS, = N(f (7)) 


为 9 在 z 点 的 切 空间 . 

证 明 如 S 为 空 集 ， 无 须 证 . 现 设 S = fly) Z @. 由 定义 2.5.7 、 和 定义 
2.5.8, f'() : U c X — Z(X,Y) 在 每 点 z € S 为 局 部 精细 的 .由 定理 2.4.2,f 在 
z 处 可 局 部 线性 化 ， 从 而 有 z 的 邻 域 U (z) 及 9 的 邻 域 了 (0), BAEAN M 
Pz : U(z) > @,(U;) K Py : V(0) 一 wy(V (0)), 使 wz(2z) = 0, wy(0) =y, H. 


f(z) = py (f (z)pz(£)), £ € U (z). 
显然 ，(U(z),pz) 为 U 在 zeE5S 处 的 允许 坐标 .于 是 xz € SnU(z) 当 且 仅 当 
f'(z)pz(7) = 0, 


BH o, (S U(z)) = N(f'(z)) Yo, (U ((z)). 

显然 ，N(f'(z)) 为 5 在 z 处 的 坐标 空间 ， 且 wp.(SNMU(z)) 9 N(f'(z)) 中 开 
集 . 

由 于 了 在 z 处 为 局 部 精细 的 ， 从 而 (f'(z))+ 存在 且 (f(z))+ € 2Z(Y, X), 因此 

N(f'(z)) C 基 为 拓扑 可 补 的 闭 子 空间 ,而 关 为 U 在 z 处 的 坐标 空间 . 

H E 3 2.5.6, S 为 U 的 Banach 子 流 形 . 

FERE T'S, = N(f' (2). 

S 本 身 亦 为 C1 一 流 形 ， 事 实 上 ， (7(z)n gc, pzlrtans)zes 构成 S 的 坐标 系 ， 
其 坐标 空间 为 N (f'(z)). 

设 z(t) 为 满足 x(0) = z € U(z) W S P C 曲线 ， 则 


d 
0 = xU ° z)() 
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= j, (f'(z))e;,(z(t))f' (zelat) i(t), 
从 而 在 t+=0 处 ， 有 
pz(z)Z(0) € N(7'(z)), 
BẸ 
(0) € (pN (F2). 
AAMAR pz(z) 在 z 附近 可 取 为 
pz(z) =T} (f(x) — f(z) + (1 — TZ f(z) (z — 2) 
( 见 定 理 2.4.2 的 证 明 ), 从 而 
e, (z) = T+ f'(x) + (I — TZ f'(2)), 
于 是 
p lz) = TH (z+ (I — T; f(z) = IL. 
因此 
(0) € N(f'(z)). 
Yh € N(F'(2)), 令 y(t) = th, 则 存在 e > 0,Vt € (—€, €), r(t) = y7  (y(t)) € S. IN 
为 N(f!(z)) 38 S E z 处 的 坐标 空间 ， 我 们 有 
tlt) = (pupz (y(t)) y(t) 
= (pipz (y(t))) h, 


TÆ 


因此 ， 由 定义 2.5.5, 有 


3. Banach 流 形 之 间 构 造 Banach 子 流 形 的 广义 原 像 定理 


定义 2.5.10 i M,N 为 CO*-Banach 流 形 2 1), f : M > N 2⁄ C! 映射 . 
点 zo € M 称 为 f 的 局 部 精细 点 ， 当 且 仅 当 M 在 zo 的 允许 坐标 (U, p) 和 N 在 
yo = f(zo) 的 允许 坐标 (Vy) F, z9 = e(zo) 是 f=wofow-! 的 一 个 局 部 精细 
点 ， 亦 即 存在 FL) 的 一 个 有 界 广 义 逆 Ti ,使 


R(f (zp)) N N(TF) = {0} 


在 坐标 空间 Xo 中 点 z 的 附近 点 re RE. 
为 了 定义 的 合理 性 ， 我 们 必须 说 明 上 述 定义 不 依赖 允许 坐标 (U, o) 和 (V, y) 
的 选取 
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在 任意 两 对 M 在 zo 和 NN 在 yo = f(zo) 的 允许 坐标 (U, p), (U1, 24) K (V, Y), 
(Vi,W1) 下 ， 我 们 有 _ 
filtyp) = (n o f o PI )(Zo,), 
EBR Ul?) = p1(01) C X, 到 Yg. 
& Uo = e(UnU,) M Uio = e (UnU,;), FS $ = oiog" 1: Uo, C Xy > Xç, 
KR V =i o 1: Voi C Yy > Yp, AP Voi = (V n V.), 于 是 我 们 有 
To, 二 里 (zeo) H Yy, = Yhyy). 


显然 ， 有 
-= poyi": Uio C Xp > X; 


和 
V! = yopi : Vio C Yp > Yy, 


其 中 Vio = (V n Vi). 


经 直接 计算 _ _ 
AG) = (X o Fo @-1)(za,) (2.5.2) 


Filta) = (yy)f EET) (zy,). (2.5.3) 


假设 zy 是 的 一 个 局 部 精细 点 . 则 按 定理 2.3.8, 存在 Fap) 的 有 界线 性 广 
义 道 70 ,对 ze 附近 的 点 zw, 存在 f'(z ) 的 有 界线 性 广义 逆 ， 使 


lim 72 = T. (2.5.4) 


为 证 z0, 也 是 h 的 一 个 局 部 精细 点 ， 令 
gt (2o) = #@'(z,,) OTA, o (P!) (yy) 
和 


其 中 yy = (Y0 f)(z) M yg = (V o f)(zo). 
H (2.5.4), 有 
+ (2.5.5) 


且 gt+(zy,) Æ 12, 的 附近 的 每 一 点 zp, 是 Flo) HERRE UA. 事实 上 ， 经 
直接 计算 ， 有 

gt (£o) filte) = #'(z a, Tt, f (z )(@ 1) (zy,), 
从 而 ， 有 


filte) (2o) filte) 
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和 _ 
gt (za, )fi(Zze,)g' (Zo, ) = g (Tp), 
即 gt+(zy,) 在 19, 的 邻近 点 zw; 是 Silto) N. 
由 (2.5.5), 再 次 应 用 定理 2.5.8 有 


R(fi(xw)) N N(gd) = {0} 


对 z0， 的 附近 点 zw 成 立 ， 亦 即 2, 也 是 f 的 局 部 精细 点 . 

下 面 给 出 Cr(r > 1) Banach 流 形 之 间 C! 映射 的 广义 正则 值 定义 . 

定义 2.5.11 ye N 被 称 为 是 Cr(r > 1)Banach 流 形 M #l N Z lš] C1 映射 f 
的 一 个 广义 正则 值 ， 当 且 仅 当 原 像 f lG) 是 空 集 或 仅 由 f 的 精细 点 组 成 . 

定理 2.5.2 设 f 是 C"(r > 1) Banach 流 形 M 和 NN 之 间 的 C! 映射 则 对 
f 的 广义 正则 值 yo, 原 像 S = f-l(uo) 是 M 的 一 个 Banach 子 流 形 ， 具 有 切 空间 
TS, = N(f'(z)),Vz € S. 

证 明 £ S= 2 时 ， 无 须 讨 论 . 现 假设 SZ e. 

对 任意 ze S, 分 别 让 (U, p) 是 M 在 z 的 具有 坐标 空间 Xe WEER, AH (V, y) 
是 N 在 yo = f(z) 的 具有 坐标 空间 Yy 的 坐标 .7 在 上 述 坐标 下 ， 其 表现 f 是 


flho) = (o f op 1)(hç), 
其 中 hç = yp(h), 所 以 对 一 切 he U, 有 
f(h) = (01 o f o p)(h). (2.5.6) 


因为 f: e(U) C Xo 一 Yy 是 Banach 空间 Xo Ej Yy 之 间 的 一 个 C! 映射 . 
由 定理 2.4.2, 存在 两 个 分 别 在 z, 和 如 的 邻 域 U, C (U) 和 Vi C (V), 以 及 
在 Ui 上 和 Vi 上 的 两 个 微分 同 胚 wz 和 wi, 使 得 pilato) = 0, vlug) = 0, 以 及 


flho) = (YI! of (zp) op1)(hy) (2.5.7) 


对 每 个 hs E€ Ui 成立， 其 中 f(x) = yo. 
这 样 ， 我 们 得 到 (YiU), y1 ° 2) 为 zE o 1(U,) 在 MM 中 的 一 个 允许 坐标 . 
由 (2.5.7),(2.5.6), 有 


f(h) = (Yt oyr" of (ry)o p1 ° @)(h) 
对 一 切 he e (加) RL. 于 是 由 加 (yo) = 0, 推出 ;对 Yh e o-1(U,) n S, RA 


(p10 @)(h) € NO (zy)). (2.5.8) 
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— — 


从 而 N (J'(z,)) 是 此 坐标 的 坐标 空间 .显然 N(f'(ze)) 是 Xe 中 的 一 个 闭 子 空间 ， 
因为 六 (ze) 具有 一 有 界 广义 道 ， N(P(zo)) Æ X, 中 拓扑 可 补 . 
由 定义 2.5.6, 为 证 3 为 M 的 一 个 Banach 子 流 形 , 只 需 证 : (p10o9)(p (ZnS3) 
是 N(f'(zw)) 中 的 一 个 开 集 .为 此 ， 只 需 证 明 
pi(ViN pSNU)) = N(f'(z,)) N 21 (Un), (2.5.9) 
这 是 因为 
(p109)(p (V1) NS)= pi(ViNYy(S ND)). 
XHE— h € o 1(U)) n S, t (2.5.6), 有 
yo = (pp 一 0 f)(hy), 
结果 (yo) = f(hy). 按 (2.5.7), 有 
0 = p (y3) = (Y1 o f) (hy) 
= f (zp)o (p10 @)(h), 
所 以 I 
(pı ° @)(h) € N(f'(zç)). 
反之 ， 对 任 一 oe N(P(zo)) moi(D), FÆ he € U, 使 得 
w = @i(hç) = (@i ° @)(h) 
和 


从 (g) = 0 推出 _ 
| (Y o f'(z,) ° p1 ° @)(h) = y 
按 (2.5.7), 有 flho) = y2, 结果 f(h) = yo, IER h € S. 
联合 上 面 两 个 结果 ， (2.5.9) 为 真 ， 故 S M 的 一 个 C- -Banach 子 流 形 . 
下 面 计算 TS,. f 
设 z(t) € yp-1(1) NnS 是 一 个 C1 曲线 ， 具 有 z(0) = z. 从 f(z(t)) = yo 和 
(y3) = 0, 由 (2.5.8), 推出 


— 


0 = (F (2o) o p1 o p)(2(t)). 
EDE, MAX t 求 导 ， 得 
9 = f(zo) pi (ze (t) (D, 


从 而 给 出 I 
pilTe)to(0) E NIF (ry)). 
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在 zx。 的 邻近 ， 取 
pılzo) = TÈ (f lze) — frp)) + (T— TH f (£o) — To), 
求 微分 得 I 
pilo) = T+ fz) + (T -Tt f'(ze)). 
于 是 wo1(ze) = I, 所 以 _ 
¿e (0) EN(f (x0)). 
由 定义 2.5.5, 有 


T'S, C N(f'(ze)). 


友之 ,让 y = zo + tho, Yho € N(f'(z,)), 则 存在 充分 小 的 se > 0, 使 We 
(一 e,E), 有 
z(t) = oe (zy, +thy) € S. 


这 样 ， 有 
z (t) = y(t). 
求 微分 ， 得 
Zeo(0) = h, E T Sz, 
从 而 


综合 上 述 两 个 结果 ， 有 


LE #] 

82.1 线性 算 子 的 内 道 与 外 逆 的 定义 与 性 质 ， 取 自 [NV]. 有 关外 逆 的 稳定 性 的 
定理 2.1.12 及 外 北 的 稳定 性 应 用 于 拟 牛 顿 迭代 法 ， 见 [NC]. 

62.2 ”线性 算 子 的 线性 斜 投影 广义 道 的 定义 及 性 质 的 讨论 ， 取 目 [NV]. Banach 
空间 中 线性 斜 投影 广义 逆 存 在 条 件 的 主要 定理 2.2.3 及 其 证 明 ， 在 收入 本 书 时 ， 做 
了 改进 . 在 Hilbert 空间 中 , 重点 讨论 了 无 界 闭 线性 算 子 的 Moore-Penrose J” Y M, 
以 便 应 用 于 不 适 定 ( 偏 ) 微分 方程 的 研究 中 . 这 与 文献 [Gr, Wag2, WWQ | 不 同 ， 这 
些 文 献 中 ， 讨 论 Hilbert 空间 中 有 界线 性 算 子 的 Moore-Penrose J” XW. 

82.3 Banach 空间 中 线性 算 子 的 线性 斜 投影 广义 逆 已 不 具备 外 逆 的 稳定 性 ( 因 
为 内 逆 是 不 稳定 的 ), 因而 讨论 其 扰动 稳定 性 条 件 及 连续 性 条 件 就 显得 非常 重要 . 
定理 2.3.1 属于 [Na5]. 陈 国 良 与 醉 以 锋 [CX 引入 稳定 性 扰动 的 概念 , 证 得 一 系列 稳 
定 扰动 的 等 价 条 件 . GER, YF, RE MMOS Ma3 引入 Banach 空间 中 有 
界线 性 算 子 族 的 精细 点 概念 , 并 以 此 给 出 线性 斜 投 影 广义 道 连续 性 的 充 要 条 件 . TŠ 
定 扰动 与 精细 点 虽然 是 各 自 独 立 引 进 的 概念 , 但 它们 之 间 有 着 必然 的 联系 . 在 本 节 
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中 ， 我 们 首先 引进 “稳定 扰动 ”的 定义 ， 再 以 此 定义 算 子 族 的 局 部 “精细 点 >， 并 
给 出 连续 性 的 刻画 . 本 节 内 容 取 上 自 [Na5, CX, MCS, Ma3). 

$2.4 及 825 马 志清 教授 引进 的 算 子 族 的 局 部 精细 点 的 定义 ,其 重要 性 不 仅 在 
于 对 算 子 族 线 性 斜 投影 广义 道 连续 性 的 刻画 . 而且 在 于 以 此 为 工具 利用 广义 道 刻 
画 了 非 线性 算 子 的 局 部 线性 化 问题 ， Banach 流 形 的 构造 性 问题 .82.4 中 非 线性 
算 子 的 局 部 线性 化 定理 2.4.2 取 目 马 吉 溥 的 论文 [Ma2] 与 [Ma4], 而 关于 Banach 流 
形 的 构造 的 定理 2.5.1 及 定理 2.5.2 取 自 马 吉 溥 的 [Ma4] 与 [Ma5]. 利用 线性 斜 投影 
广义 道 研 究 局 部 分 歧 性 的 定理 2.4.3 与 定理 2.4.4 为 王 玉 文 、 刘 萍 、 殷 洪 才 、 孙 秀 梅 
等 人 尚未 发 表 的 结果 . 


PoE ”线性 算 子 的 Drazin J” M 


1958 Œ, M. P. Drazin[D:] 在 半 群 和 结合 环 上 定义 了 Drazin 道 ， 以 后 又 对 方 阵 
的 Drazin 道 作 了 深入 研究 。 Drazin 道 在 奇异 微分 和 差分 方程 、 Markov 链 、 和 迭代 
方法 和 多 体 动 力学 等 方面 有 重要 的 应 用 (M, [CM1, NZ, SFR)]). 

Banach 空间 中 线性 算 子 的 Drazin 广义 逆 有 许多 学 者 研究 ( 见 [Ca, TL, Qi, Ra 
KR, KT, We, Cai, CK]). 本 章 主 要 介绍 这 方面 近 20 年 的 成 果 . 


83.1 Drazin 广义 逆 的 定义 与 性 质 
1. 算 子 的 指标 


w X 2 ( 复 )Banach 空间 .L(X) 和 .Z(X) 分 别 表示 X 上 的 线性 算 子 和 有 界 
线性 算 子 全 体 . Ind(T) 表示 线性 算 子 T 的 指标 . 
Ë T € L(X), 显然 有 


{0} CN(T) C N(T2) C CNT, (3.1.1) 


X D R(T) > R(T >- R(T*) >., (3.1.2) 


其 中 = 0,1,2,- 

显然 

N(T®°+!) = (z € D(T): Tz € N(T")). 

由 此 推出 ， 如 果 N(T”) = N(T"+1), 则 对 一 切 上 > n,N(T") = N(TF). 如 果 存 在 一 
个 非 负 整 数 n, 满足 N(T") = N(T+1), MAT RARA. 大 了 有 有 限 升 指 
标 ， 则 满足 N(T) = N(T°+) 的 最 小 正 数 a 称 为 工 的 升 指标 ， 记 为 o = a(T). 如 
果 没 有 这 样 的 整数 存在 ， 记 a(T) = oœ. a(T) = 0 当 且 仅 当 了 为 一 对 一 算 子 . 

又 显然 有 

R(T2?+) = T(R(T™)) Nn D(T). 

FÆ, WR R(T”) = R(T"+1), 则 R(T”) = R(T) 对 一 切 k >n R. 如 果 存 在 非 
负 整 数 n, 使 R(T”) = R(T"+!), 则 称 了 有 有 限 降 指标 . # T 有 有 限 降 指标 ， 则 满 
Æ R(T?) = R(T°+1) 的 最 小 正 数 ó 称 为 了 的 降 指 标 ， 记 为 5 = ó(T). 如 果 对 每 个 
n, R(T"n+1) 为 RIT) 的 真子 空间 ， 记 6(T) = œ. 6(T) = 0 当 且 仅 当 了 为 满 射 . 

下 面 证明 一 个 技术 性 很 强 的 引 理 . 

5| 理 3.1.1 设 存 在 数 入 ,满足 RAIL — T) = X, 则 对 给 出 的 i,j = 0,1,2,…, 每 
个 7 EX 可 表示 为 x =u +u, 这 里 uw € D(T:) 5 v e R(T?), 即 


X = D(T’) + R(T’). (3.1.3) 
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证 明 由 于 RAT-T)D = R(( 和 AT 一 7T)9) = X, AMX} n > 0, € R((M —T)"n) = 
X. 如 果 à = 0, W (3.1.3) 为 真 . 设 n = i+ j. 给 定 y € X = RAAI — T)"), 有 
z € D((MI — T)”) = D(T”) 使 得 
Nn \ ,kpn—k 
(M — T)" r= CD" + [ ' JA T” Fg. 
对 0 < k<iT tr € R(T**) c R(T") = R(T), HX} i < k < n,T"-kzr € 
D(T*) c D(T'), FÆ y € R(T) + D(T'). 口 
定理 3.1.1 i T e L(X). WMR alT) = k < œ H. ó(T) = h < œ, Mj a(T) < 
6(T). 如 果 进 而 DIT) = X 或 存在 数 入 ,使 R(AI — T) =T, J| Ü (T) = ó(T) = k E 
X = R(T®)4N(T*). (3.1.4) 


W (i) 任意 固定 ; > 1. 如 果 z e R(T*) NANTI), WEE v 8 D(T*), 使 
x = T*v, H 0 = Tir = TF+tiju, 从 而 因 a( = k, # v e N(TF+j) = N(TF). 这 表明 
r= Tv = 0, W 
R(T*) A N(T3) = {0}, 7 = 1,2,: (3.1.5) 
现在 ， 对 任意 z € D(T”), H ó(T) = h, # T”r € R(T) = R(T*+i), 从 而 存在 
v € D(Th+i), Thy = Thtiv. 故 
Th (z — Tio) = 0. 
因此 xz = Tio + (z — Tiv) € R(TI) + N(Th). 于 是 
D(Th) c R(Tš) + N(Th),j= 1,2,.…. (3.1.6) 


如 果 ze N(Th+1) c D(Th), 则 由 (3.1.6), W j = k, z = z1 + zə, zí € R(T F), z> € 
N(Th). 于 是 zi = z — gz € N(Th+1) + N(Th) = N(T*+!). 由 (3.1.5), z, = 0, 
于 是 x = zz € NT 小 因此 N(T}+!) c N(T*). 故 N(Th+1) = N(T*). 这 表明 
k 一 a(T) < h. 

(ü) # D(T) = X s& ROAI —T)= X, Nj h (3.1.6) 与 引 理 3.1.1, 有 


X =R(Tš)+ N(Th), j= 1,2,.…. (3.1.7) 

在 (3.1.5) PIX j = h, Æ (3.1.7) 中 取 了 = k, 8 
X = R(TF)i+N(Th). (3.1.8) 
由 此 及 (3.1.7), 显然 , 对 了 > 1, R(Tš) 不 能 是 R(T*) 的 真子 空间 . T JE h = ôT) < k. 
因此 大 = h, E|] a(T) = ó(T). 口 


注 记 当 X 为 有 限 维 时 ，a(T) 与 6(T) 必定 有 限 . 只 需 了 年 义 在 全 空间 上 ， 
# a (T) = ó(T) = k E. X = R(TF)+N(T'). 

定义 3.1.1 i2T e L(X), D(T) = X Ñ RAI — T) = X EH a(T) < œ,8(T) < 
co. 则 整数 k= 二 a(T) = ó(T) 称 作 算 子 了 指标 ， 记 作 Ind(T) = k. 规定 Ind(0) = 
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2， 线 性 变换 的 Drazin 广义 逆 的 定义 与 存在 性 
定义 3.1.2 设 X 为 线性 空间 . T e LX) R. X = DT), 大 对 某 些 非 负 整 
H k, 存在 线性 算 子 S e LX), 满足 下 列 等 式 : 
(1) LST* = pk, 
(2) STS= S, 
(3) TS = ST, 
则 称 5 为 了 的 Drazin 广义 道 ， 记 为 T?. 
以 下 约定 Te L(X) 蕴涵 D(T) = X. 
特别 地 ， 当 上 = 1 时 ， 称 了” 为 了 的 群 道 ， 并 记 为 T9. 
下 面 证 了 ”的 唯一 性 . 
定理 3.1.2 # T c L(X) 上 且 存在 了 的 Drazin J X% TD TP 分 别 满足 
(15), (2), (5) 和 (13), (2), (5), 则 
T? = TË. (3.1.9) 
证 明 不 妨 设 有 k, A 
T? = T?TT? = T(TPP. 
由 于 T2(TP)2 = TT?TT? = TTP, H 
Th+1(TD)+1 Th-1(TPD)-1TTPTTD 
Th-1(TD)h-1TTD 
=Th(TP)h k21, 
从 而 TT? = Thi (TP), T JE 
TD — TTPTP = Thi (TDyhi+1 
= TTPT™ (TD)hit1 
= TPT™+1(TP)k +1 — (TP)ki+t1p2ki+1(pD)ki+1 
— (TP)\k +r +I pP = (TP)R1+1Thi-kTE+ITD 
— (TP) +LTh-kTk = (TP)ki+1Th: 
= TP (TP)=T™ =TPTPT = TP. 口 
由 此 定理 ， 对 一 个 算 子 Te L(X), 如 果 了 的 Drazin 道 存在 ， 则 必 唯 一 ， 且 存 
在 满足 (1%), (2), (5) 的 最 小 正 整数 k. 
引 理 3.1.2 i T € L(X), Ind(T) = k, 则 存在 线性 算 子 T*+ c L(X) 使 得 
D(T*+) = X 满足 
TKTE+T® = pk (3.1.10) 
TE+TETE+ = T*+, (3.1.11) 
TE+TE = TpkTpk+ = Q, (3.1.12) 
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且 
R(T*+) = R(T*), N(T*+) = N(T*), (3.1.13) 
EH Q 为 XX 中 沿 和 N(T*) 到 RT 上 的 线性 投影 算 子 ， 换 言 之 ，T*+ = Tk9. 
证 明 由 定理 3.1.1, ## X = R(TK)TN(T*), 而 T*eEL(X). 由 82.1, 存在 Te 的 
RAU XLX, WA Trt, 满足 


TRETE+TE = pk. 

TE+TETE+ = Th+, 
T+T*=I-D, 
TeTe+ = Q, 


其 中 P WW R(T*) 到 NT) 的 线性 投影 算 子 ，Q 为 沿 N(T*) 到 R(T*) 上 的 线性 
投影 算 子 ， 因 此 ，Q = 了 TI- P, 从 而 (3.1.10)~(3.1.12) 为 真 . 
由 (3.1.10),(3.1.11) 两 式 得 
R(T*) = R(T#Tk+'pk) c R(T*T*+) c R(T"), 
R(T*+) = R(T*+T*T*+) c R(T*+T*) c R(T*+), 
N(T*) = N(T*TE+T®) > NT Te) > N(T*), 
N(T*+) = N(T#tT'pk+) > N(TET ET) > N(T*+). 
再 由 (3.1.15), 有 


R(T*) = R(T*T*+) = R(T*+T*) = R(T™+), 


N(T*) = N(TF+T*) = N(T*T*+) = N(T*+). D 
定理 3.1.3 T e L(X) B. Ind(T) = k, W| T ÉJ Drazin J” X% T? 存在 , E 
TP = TEHTA}, (3.1.14) 


证 明 由 引 理 3.1.2,T* 的 代数 广义 道 T*+ FE, 故 由 (3.1.14) 所 定义 的 T? 有 
意义 . 下 面 验 论 T? 满足 定义 3.1.2 中 (1*), (2), (5). 
因为 Ind(T) = k B. D(T) = X, 由 定理 3.1.1,X = R(T*)N(T*). £% x € X = 
R(T*) 十 N(T*), 有 唯一 的 分 解 z = zo + z1, zo E€ N(TF), zı € R(T*) = R(T*+1), 于 
是 存在 z 使 zi = Tk+1 
(i) 由 (3.1.10) 及 (3.1.12), 有 
TTPT*x = TT'Dpky, 十 TTZDPTAzl 
= TTPTE(TE+1;) 
— T'p'k+-p'rk—1pkpk+1 , 
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= TQT*(T*z) 
= T*(T*tlz) = Ty, 
因此 
TPTT* = TF. 
(ü) 由 (3.1.11), 有 
T?TT? 一 人 


一 T'k+p'k—1 — T?, 
故 
TPTT? = TP. 
(ii) 由 引 理 3.1.2, 有 N(T) c N(T*) = N(Tk+), 注意 到 T*-1zo e N(T), 我 们 


有 
| TDTz = TFTTkzo + TEt'Tkz, 
= Qrzl = 1), (3.1.15) 
TT? x = TTETtpk-ly, + TTFtpE-1ly, 
一 了 人 


= TQTz 
= TT*z = 1, (3.1.16) 
从 而 由 (3.1.14) 5 (3.1.15), 有 
TPT = TPT. 
由 定义 3.1.2, TD X T BJ Drazin J” V m. 口 


定理 3.1.4 8T < L(X), W T ##E Drazin 广义 道 T? 的 充分 必要 条 件 是 
a(T),6(T) 均 有 限 , 此 时 大 = a (T) = ó(T) X T BJ Drazin 广义 道 T2 满足 定义 3.1.2 
中 (1F),(2),(5) 的 最 小 指标 . 

证 明 必要 性 . i TA Drazin J” X TP 存在 .由 定理 3.1.2, 有 最 小 正 整数 
ko > 1, (€ TP 满足 (1%),(2),(5). 

下 面 证 ko = a(T) = ó(T), 即 ko = Ind(T). 

事实 上 ， 任 给 ze R(T%), A y € x, tE 


x = Ty = THIT? E R(TioT1), 


即 R(Tko) = R(TF°+}), 
又 任 取 ze N(T*°+1), W 


Thor 一 T2Teoflr = 0, 
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即 z e NTeo), 故 NTi) = N(To+1). 于 是 6(T) < oo,a(T) < co, 注意 D(T)= X, 
由 定理 3.1.1, Ind(T) =l = ó(T) = a(T) < oo. 

如 果 Ind(T) = 1 < ko, 则 由 定理 3.1.3 及 定理 3.1.2, TP 满足 (11), (2), (5), 这 与 
ko 的 最 小 性 矛盾 .因此 

Ind(T) = ko. 

充分 性 .由 定理 3.1.3 LIF. D] 

3. 有 界线 性 算 子 的 Drazin 广义 道 

iz X >J Banach Z0), 2E T Ee L(X) XT e /(X) 蕴涵 D(T) = X. 

定理 3.1.5 i$ X X Banach 空间 ， T € Z(X), Ind(T) = k, R(T*) 为 XX 中 
闭 子 空间 ， 则 人工 的 Drazin J Yi T? 存在， 且 


T? = T*+T*-! (3.1.17) 


为 连续 的 ， 这 里 T*+ 为 Tk 的 线性 斜 投 影 广义 道 . 

反之 , 如 果 Te .2(X) 具有 连续 的 Drazin iğ TD, 日 ko X T? 满足 (1*), (2), (5) 
的 最 小 正 整数 ， 则 T 的 指标 为 ko, B. RT) 为 中 的 闭 线性 空间 . 

证 明 j T e @(T),Ind(T) = k,X = D(T), H EE 3.1.1, 


X = R(TF)P+N(T'). (3.1.18) 


AA Tr 8 .2(X), 故 N(T*) 为 X BATZE, HRF: RT) 为 闭 子 空间 ， 故 
(3.1.18) 为 拓扑 直 和 ， 即 
X = R(T")  N(T*). (3.1.19) 


由 定理 3.1.3, H (3.1.17) 定义 的 TP 为 工 的 Drazin ñ. WIE TD 的 连续 性 ， 只 需 
证 T*+ 为 连续 的 . 

由 (3.1.19), Tk € Z(X), Sl TF|R re) 为 从 RTF) 到 R(T*) 上 的 一 一 连续 映射 ， 
再 由 (3.1.12) 及 (3.1.13) 可 知 T+ rere) 为 Tt|Rerx) 在 Banach 空间 R(T*) EEJ 
算 子 ， 从 而 由 Banach 道 算 子 定理 ，Tx*+|Rre) 在 R(T*) 上 连续 . TEQ = TtT" 
在 X 上 连续 . PME Tt 在 X 上 连续 . 

因 T*+ 为 线性 的 ， 只 需 证 T*+ 在 0 处 连续 . 设 (z") C X,z" 一 0(n 一 co). 由 
(3.1.19), z” = x? + zw zn e N(TEF), z? € R(T F). H Q 的 连续 性 推出 ， zx? = Qz? = 
Qz" — 0(n 一 œ) m Tt |r) 在 R(T*) 上 连续 ， 注意 N(T*) = NT), 故 有 

TFt” = T+ yn + Ttzr? = T kt yn 


= T"+| grz? > 0 (n — o0). 


因此 TE 在 9 处 连续 ， 从 而 T*+ 在 X 上 处 处 连续 ， 因 此 TU 连续 . 
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反之 ， 如 果 T? 连续 ， ko 为 TD 满足 (1*), (2), (5) 的 最 小 正 整数 ， 由 定理 
3.1.4, Ind(T) = k, 下 证 R(T*) 为 闭 子 空间 . 

H T? = TPTTD # TTP = (TTPP = ... = (TT?)%, 从 而 R(T%) = 
R((TTP)T*) c R(TT D) R. R(TT?) = R((TT?)®) c R(T*°), 故 R(T™%) = 
R(TT?); 又 由 N(T%) = N(T'o(T'TD)) > N(TT D), B. N(TT?) = N((TT?)®) = 
N((T P)koTko) > N(T'ko), 可 知 N(T'o) = N(TT P). W, ET KT? 的 连续 性 ， 
PRAT TTP = (TTP X X PH N(T%) 到 R(T%) 上 的 连续 性 投影 算 子 ， 因 
此 R(T%) 为 闭 子 空间 . 口 

定理 3.1.6 ił X X Banach 空间 ，Te2.(X) Ind(T) = k. T? 为 了 的 连续 
Drazin 广义 道 ， 当 且 仅 当 R(T*) B|, H. TD X (Tiro)! 从 R(T*) BX EA 
一 的 且 满 足 N(T?) = N(T*) 与 

T? = (T|nar)) ` Q 
的 线性 延 折 ， 其 中 Q = CR(TE),NOTR) H X 中 沿 N(T*) 到 R(T*) 上 的 有 界线 性 投 


影 算 子 . 
证 明 ”充分 性 . 因为 Ind(T) = k, 由 定理 3.1.1, X 有 直 和 分 解 


X = R(T)P+N(T), 
由 R(T*) 的 闭 性 及 T: 的 连续 性 ， 知 
X = R(T") @ N(T'). (3.1.20) 


H T = Tirar, 则 全 是 R(T*) 到 R(T*) 上 的 一 一 映射 事实 上 ， 若 Tz = 0, 其 
R z e R(TF), M) z = T*y,y € N(T*+1). 而 N(T*+1) = N(T*), 所 以 z= 0. 5 
一 方面 ， 对 任意 y € R(T*), 由 于 R(T*) = R(T*+1), HI, FERA zex, 使 得 
y = 人 .Thz = T(Tkz) € TR(T*)， 因 此 ， 了 为 一 一 到 上 的 映射 ， 由 于 R(T*) 为 
Banach 空间 ， 由 Banach 道 算 子 定理 ， T-1l e .2(ROTA))， 
由 (3.1.20) 式 易 得 ， 沿 N(T*) 到 R(T*) 上 的 线性 投影 算 子 Q = @Rre ,NOT 
今 
T? = THQ, (3.1.21) 


MUJ 72 为 XX 中 连续 算 子 . 
下 面 证 TP 满足 定义 3.1.2 中 (1*), (2), (5). 
Vr € X,z = To + z1, Lo € N(T®), zi € R(T*), 由 T? 的 定义 ， 有 


TPzr=T-lz,, Tro € N(T 1) c N(T*), 


Am, A Q(Tzo) = 0, 于 是 


TTPT*x = TTDTky, = TTYpky, 
= T Ex, = TEz, 
TPTT? x = TPTI x, = TDzx, = TÜx, 
TTP?z = TT lz, = z, = TÜTx, 
= TP (Txo) + TP (T1) 
= TPTY. 


因此 ， TP 为 了 的 连续 Drazin 广义 道 . 
必要 性 . 设 T? 为 了 的 连续 Drazin 广义 逆 由 定理 3.1.5, R(T*) 为 X PAF 
空间 且 TP 满足 定义 3.1.2 中 (1*), (2), (5) 的 最 小 正 整 数 为 k. 由 T? 的 唯一 性 ,得 


T? = TQ, 


Bp 
T? = (T| rrr) ) Q. 
T, N(TP) = N(Q)=N(T*). H 
定义 3.1.3 i% T € Z(X),lnd(T') = k, RE 1 为 闭 子 空间 ，T? 为 全 的 Drazin 
Mmm. 将 TT?T 称 为 下 的 核心 ， 记 作 Cr. 令 Nr = T — Cr, 则 


T = Cr + Nr (3.1.22) 


称 为 了 的 核心 麦 零 分 解 . 
注 记 Nr 为 指标 为 k 的 医 零 算 子 ， 事 实 上 ， 
(Nr)! = (T — TT?T) = T} (I — TPT)" 
= T*(I — TPT) = 0, 


MIXI L< k, (Nr) = TI — TPT) Z 0. 

定理 3.1.7 W T c€ Z(X),Ind(T) = k, R(T") W, TU 为 了 的 Drazin 广义 
逆 . 则 下 述 结论 成 立 : 

1, 当 Ind(T) > 1, 

(i) Ipd(T P) = Ind(Cr) = | 0, 4 Ind(T) = 0: 
(ii) NrCr = Cr Nr = 0; 
(iii) NrT? = TP Nr = 0; 
(iv) CrTT? = TT? Cr = Cr; 
(v) (T?)? = Cr; 
(vi) T = Cr @ Ind(T) < 1; 
(vii) T? = OÈ. 
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证 明 (i) 若 Ind(T) = 0, W T- 存在 , E. TP = T-1,Cr = TTDT = 了 这 时 
Ind(T P) = Ind(Cr) = 0. 
# k = Ind(T) > 1, W R(T*)= R(T?) z X m R(T?) = R(T*) = TP R(TF) = 
R((T'”)”), H 
R(Cr) = R(TT?T) = R(T?T?) c R(T?) 
= R(T*) = R(TT?T*) c R(TT?T) = R(C7). 
于 是 ， 有 
R(Cr) = R(T*) = CrR(T*) = R(CẸ). 
因此 Ind(T?) = Ind(Cr) = 1. 
(ii) NrCr = (T — Cr)Cr = (T -TT?T)TT?T 
= T2TPT ~ TT?TTT?T 
= T2T?T — T2T?TT?T = 0. 
辣 理 
CrNr = 0. 
(iii) NrT? = (T — TPT)T” 
= TT? — TT?TT? = 0. 
同 理 
T? Nr = 0. 
(iv) CrTT? = TT?TTT? = TT?TT?T 
= TT?T = Cr. 
同 理 
TT?Cr = Cr. 
(v) Æ Ind(T) = 0, M T? = 了 ,于 是 
(T?)? = T = Cr. 
若 Ind(T) > 1, 由 (i), Ind(T?) = 1. 于 是 
TPCrT? = TPTTPTT? = T?TT? =T”, 
CrT? Cr = TTDTTPTTDT = TTPTTUT 
= TT?T = Cr, 
CrT? = TT?TT? = T?TT?T = T?C7. 


因此 (TP)? = Cr. 
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(vi) Æ Ind(T) < 1, W Cr = TTPT = 人 反之 , 若 C7 = T, B| TTPT = T, PT = 
R(T) c R(P) = R(T'). 


由 于 R(T) > R(T?) >- D R(T*), 所 以 
R(T) = R(T?) = --- = R(T*), 


E} Ind(T) < 1. 
(vii) CP = (TP)2(TD)D = (TP ¥ Or = TP. o 
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引 理 3.2.1 T e (X) B. Ind(T) = k. Mj T BJ Drazin 广义 道 了 2 存在 且 
TD = TT". 

如 果 R(T*) 是 闭 的 ， 则 TD < LX), 其 中 天 = Trt go 是 Tt+l 在 R(T*) 上 的 
限制 . 

证 明 首先 证 T = Tro : ROF) 一 R(T*) 为 一 一 到 上 的 映射 . 假设 
Tr = 0, 其 中 ze R(T*), 则 存在 一 个 yeX Ë x = Try. 然而 T? ty = Tz = 0, BẸ 
y € N(T?+1) = N(T*), 因此 z= Try = 0, 个 为 单 射 . 另 一 方面 , 对 任意 ye R(T*)， 
由 R(T*) = R(T2*+1), 存在 一 个 z € X WE y = T+ (Tr) € TR(T*), 从 而 代为 


满 射 . 令 _ 
S = TTF. 


下 面 验证 S 满足 定义 3.1.2 中 (1%), (2), (5) 的 三 个 等 式 . 对 任意 的 z € X, 分 解 为 
Z = Z1 + Z2， 满足 Z1 € N(TF) 和 Z2 € R(T*). 因为 R(T*) = R(TF+1), 则 存在 te x 
满足 z2 = Tk+l+ 从 而 
T+ Sz = T+! PIT" z = T*+1T -1Tkz, 
— Tk+1—1T'k+1 (TFt) 
= TFH (TFt) = Tk; = TE z, 


即 TK+1S = TF., 
STSz = STT Tk; = STT Tk; 
= STT-1T*+1(Tt) 
= STT*t = T-T" z 
= T-1Tky = Sz, 


BP STS = S. 
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TSz = TT lpk;, = TTT" z3, 
= = TT TI) = TEH = Z, 


STz= T T--lpTk+1 > = T- lpk+1;, = 22, 


从 而 TS = ST. 由 此 ， S 满足 定义 3.1.2 rH (15), (2), (5). 因此 S = TD 为 了 的 
Drazin 广义 道 . 
如 果 R(T*) 为 闭 的 ， 由 Banach 道 算 子 定理 ， 可 得 T? c V(X). 口 
5| 3.2.2 i X X Banach ZEL, T e 2(X), 如果 了 为 可 闭 算 子 ， 则 存在 
复 平 面 上 的 开 集 Q O o (T) 和 零点 的 邻 域 V, 使 得 


V no = @. 


证 明 首先 证 g o(T). 否则 0 e (T), T TAFE. 由 于 o(T) 为 复 平面 上 
的 有 界 紧 子 集 ， 而 {0} 为 闭 集 ， 从 而 存在 0 的 邻 域 V 使 
(0 + VN (e (T) +V)= 
显然 =o(T) 十 V = U( 和 +V: 和 Eo(T)) 为 复 平面 上 的 开 集 . o 
定理 3.2.1( 表 示 定 理 ) 设 T c V(X) H Ind(T) = k, R(T®) 在 X 中 闭 ， 
T = Trt rrr. 车 {5%(z)} 是 除 零点 外 的 某 个 开 集 Q 2 o(T) 上 的 解析 函数 列 ， 且 
lim, ,co Sn(z) = = 在 o(T T) 上 一 致 成 立 ， 则 


T? = lim Sa (DTF, (3.2.1) 


这 里 c(T) 18 T HER. 
证 明 由 假设 及 [Ru] 中 定理 10.27, 可 知 lim ,oo Sn(T) = T-1 在 (R(T*)) 
中 成 立 ， 由 引 理 3.2.1, 有 I 
T? = lim S (T)T®. D 
用 o (T) 表示 Te Z(X) 的 谱 集 ，p(T) ATHER. # e(A) 为 复 平 面 上 开 
集 Q > o(T) 上 的 解析 函数 ， 则 定义 
p(T) = — $ ANAI- T) 1d3, (3.2.2) 
其 中 工 为 9 中 任意 环绕 o(T) 的 封闭 曲线 . 
定理 3.2.2 (表示 定理 ) i4 X X Banach 空间 ，T € (X), Ind(T) = k, R(T*) 
为 闭 的 . ig T = Tř rre € 名 (R(T*)). # o, (À) 为 复 平面 上 除 零点 外 的 某 个 开 集 
Q > oÑ 上 的 解析 函数 列 ， pn(A) > iln 一 co) 于 o (Ë) 上 一 致 成 立 ， 则 


TP = lim pon(T)QTA-1 (3.2.3) 


在 (R(T*)) 内 成 立 , 其 中 Q 为 沿 N(T*) 到 R(T*) 上 的 有 界线 性 投影 算 子 ， 且 如 
果 对 任 给 es > 0, pn( 和 ) 在 圆 (z : |z| < ITI +e} 内 除 零 外 解析 ， 则 
lyn (T)QT*- — TP] 
2| T| +e aj ra 
< (一 一 Rap olen NA HT 


+ ó| Í| sup lpn (AA — 1|- ITP], (3.2.4) 
AET5 


~ E 、 _ _: 1 、 
其 中 [is 为 fz : |z] < ITI + =) 的 边界 ， 6 = min {zzp t) El 为 


[z: |z| <i) n o(T) = 的 最 大 者 ，Ts 为 圆 {z: |z] < ó) 的 边界 . 
证 明 hF T+ eor 在 RT) EX T = Tro 的 道 算 子 ， 应 用 [Ru] 定理 
10.27, 得 
T"+| Rrr) = lim e, (T) 
于 Z(X) 中 成 立 ， 故 由 T*+T*T*+ = Tt Rer, 由 定理 3.1.5, 有 
TD — T'k+-pk—1 — lim e P (T)QT*- 1. 


下 面 估 计 误 差 界 . 因 R(T*+) = R(T*), N(T*+) = N(7T*), 有 
pn(T)QT™-! = Pn(T)TFT"+T*-! 
= Pn(T)T* rr TETTA, 


从 而 
pn (TOT -TP || = llyn (T)TT"+T* — TD | 
= | (TTT? — TP | 
< len (TT — TIIT? (3.2.5) 


其 中 了 为 ZRT) 中 单位 元 ， 由 (3.2.2), 有 
~~ ~ 1 ~ ~ 
pn(T)T — I = — (AA — (AIT — T) HAA. (3.2.6) 
2ni ANS 
H Hahn-Banach 定理 ， 存 在 L(RIT*) WAR REZA F, 1 |F|| = 1 H 
F(pn(T)T — D = lign (TT - T|, 

由 KWY 中 第 五 章 定理 2 知 , 当 JA > || PF, AZ- TH] < 1A- ITI). Bi 
引 理 3.2.2,0 Z (T), 存在 含 零点 的 开 集 V 及 开 集 Q 2 o(T),V n Q =ø. H KWY] 
中 第 五 章 定理 1, 知 当 |A| = ó 时 
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8 


IAZ -= T) = |> (10: T- TED a- o| 


?一 0 


< > G tla 


e. 
II 
© 


< ITH A (IG) AD 


?一 0 
< |IT-1||, 
从 而 ， 由 (3.2.6), 有 
le, (T)T -= |F(e,(T)T — D| 
1 ~ ~ 

= |= (ea (A)À) — 1)F((AT — T) )dA 

Br farar, 
< 二 [pn (A)A — 1|| A (AT — Ñ>) 

a 


+z f. AAAA- Daa 


1 ~ ~ 
<E AAAF- a 
T r = e 
ITI+ $ 
1 “<£ 僵 、 
tafe pn (OA)A — (QT Ž-A 
|pn( AJA _ 1|dÀA 


Diis 
— |T- n(à)à— 1|d 
tgl f OA 1ds 


< 2 到 + 
E 入 ET 


< — — OoH]  ƏAƏ —ə—-. 
TR +$- IIZI) j, 


[Pn(A)A 一 1| 


ITI+ £ 


+ó||T1|| sup Ipn (NA — 1|, (3.2.7) 
ACT 
结合 (3.2.5) 与 (3.2.7), 得 (3.2.4). 
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1. Drazin 广义 道 的 扰动 

定理 3.3.1 Š M = T — E,T, E € (X), B. Ind(T) = k. 假设 R(T*) 和 
R(M") # X +W. mR E =TT” E B I|TUE| <1, Z=! — TDP E. 则 Ind(M) = k, 
K 
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k—1 
M? =T? +T? EZT? — > (TD +TP?EZT?YHE(I — TT?)T’, (3.3.1) 
z 一 0 


k—1 ; 
IM? — T”|| ITP El jp(T) IEI D 
D < ——+ — jJ -TTUU|, (8.3.2) 
IT”| 1- TPE] & Q- ITP E+? [T| 
其 中 kp(T) = |TT? 定义 为 Drazin 道 的 条 件数 . 
证 明 设 S 是 (3.3.1) 的 右 端 ， 则 经 计算 ， 并 注意 T?E=T-2,E=7TT?E， 
有 
MS = MT? + MT?EZ-1T? 
k—1 f f 
>》 M(T? +TDEZ VTD)E2E(I — TT UT: 
?一 0 
= MT? + MT? EZT? 
k—1 | 
- Y T(TP +TDEZ TPY? E(I — TTPYT* 
i 二 0 
k—1 | | 
+ E(T? +i TP EZ lTD)2E(I — TTPYT' 
2 一 0 
= (T — E)T? + (T — E)T? EZ YT” 
k—1 
一 》 T(TP +TP EZTPY?E(I — TT YT: 
=0 
一 1 


+ E(TP +TPEZ lTD)it2g([ —TT”)T' 
?一 0 
= TT? _T(TP +TP EZT?) 
k—1 | | 
.X_(T? +T? EZTV E(I — TT?)T’ 
?一 0 
+E(TD +TDEZ-1TD) 
k—1 | 
‘5 (TP + TpEZ 1TDyi+1g(I[ — TTP)T: 
2 一 U 
k—1 | 
= TT? -X (TP + T?EZT?YH E(I — TT DT 
2 一 0 
k—1 | 
_ [EZ 1TD ~ E(TP + T? EZ TD) 》 (T? + TPEZ TYY 
¿=0 
.E(I — TT?)T'. 
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由 于 
E(TP +T? EZT?) = ET? + ETP EZT? 
= [EZ + E(I — Z) ZTT? 
= EZ-1Tb_ 
rÆ pl 
MS =TT? — Y (TP +T? EZT? E(I —TT?)T'. 
?一 0 
类 似 可 得 
k—1 | 
SM =TT? -X (T? + TP EZT?YY E(I — TT”)T:*. 
?一 0 
SMS = S. 


对 于 mm > k = Ind(T), 可 以 验证 Mm+15S = M”, 因此 Ind(M) = k H MP = S, BẸ 
(3.3.1) 式 成 立 . 


EX IZ] = I- T?E)] < < ITOE , 从 而 ， 由 (3-31), 有 
| 
MP _ pD < | 
i -T IS TOITE] 
k—1 f f 
+> [Z +T? E| ZTH TPE- TTP T. 
i=0 
令 kp(T) = |ITIIIT II, WI 
D _ pD D k—1 i+1 
|M? T| _ITPEI koH MEI. hr- rTP], 
IT? 1—|]TUPE| & A- ITP E+ |T| 
(3.3.2) 为 真 . 口 


定理 3.3.2 W M =T-E,T,E € @(X) B. Ind(T) = 上 .假设 R(T*) 和 R(M*) 
E X pA. 如 果 瑟 = ETT?, |ETP| <1, B. Z= 1- ET, lj Ind(M) = k, Æ 


k—1 
M? =T? +TP ZET? — Y (I -—TT?P)T'E(T? +T? ZET”; *+?, (3.3.3) 
2 一 0 
—1 ; 
IM? -TPI _ JETP| Š kp(T\+}! |El D 
L g 1l 一 一 一 一 一 一. -IT— TTPI. (3.3.4) 
[ad| 1—|ETP|| > (1—|ETD|D)i2 ITI 
证 明 类 似 定理 3.3.1 证 明 . 口 


注 记 应 指出 定理 3.3.1 和 定理 3.3.2 中 扰动 算 子 E 的 存在 性 . 例如 ， 可 取 
E = TFB X E = CTk, rR B,C e Z(X). BRW E = TTDE X E = ETT?. 
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推论 3.3.3 i M = T— E,T,, E e @(X), E. Ind(T) = 上 .假设 R(T*) 和 R(M"*) 
# X pA. WH E= TTDE = ETT? R.|[TPE|| < 1, 则 nd( M) = k, R. 


M? = (I — TPE)U1TP = TP(I — ET?) `, 


IM? — TD | 22 
IT”|| 1 — ||TP E| 
证 明 由 定理 3.3.1 及 TTPE=E 得 Ind(M)=k. 且 由 (3.3.1), 有 
k—1 
M? =T? +T? EZT? -X (T? + TP EZ TY E(I — TT PT. 
?一 0 


X |N E = ETT?, W| E(I — TT P) = 0, 从 而 有 
M? = (Z + TD E)Z-1TD, 
Ht Z= I-TDE. TE 
M? =(I—-TDE) TD = TP(I— TP E) 1, 
H. 
IM? — T”|| < || -TP E) — ITP, 


于 是 
|M? -T?|| — _ TUE] 


ITP ` 1—1UE| 
推论 3.3.4 I M = T — E, T, E € @#(X) H md(T) = 1. 假设 R(T) 和 R(M) 
# X PA. # E= ETT! Ñ Z= I-ET! ač, W Ind(M) = 1, H 


M° = T9 +T9ET9Z 1 4 (I — TT9)Z TIZ}, 


XE TI, M9 HT, M 的 群 逆 . 
证 明 略 去 不 证 . 口 
定理 3.3.5 设 X 为 Banach 空间 ，M = T — E,T,E € V(X) H Ind(T) = 
k,Ind(M) = j, R(T*) 和 R(Tš) W. Æ I(T)? — MI)|| = A < 1, H dim N(T') = 
dim N(M!) < oo 或 R(M!) n N(T!+) = {0}, WJ 
IM? — TÜ | < ki_1 
IT? “1-A 
其 中 1! = max{k, j}, ki- = |! 1|||r-1p|| g. Ti-1 BJ Drazin 道 的 条 件数 ，El-1 = 
JM: 1 — Ti 1] 
| mi 
证 明 由 定理 2.3.3 可 知 


M'+ = [I -TH (T! — MYTH. 


口 


(A 十 Ei-1), 
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又 由 引 理 3.1.2, T+ = Tip MI+ = M'e. 从 而 由 定理 3.1.5, 有 
MD = MH M1 = Mte M1 = MI-LMD 
= M'I —T'P (T' — M°)| TDP， 
MP -TP = M!-1[I _ Tip t o M!)] 1Ttp _ TI[7 _ Tip (T! _ M!) IT? 
+ TI-1[7 _ Tip (T! _ MI]-1T!P Tl-1Tlp 
[M1 TH][7 _ Tip (T' _ M!) 1Tip 
+ THI -T (T! MO -— IT’. 


两 端 取 范 数 ， 得 到 
IM” — T| 


TR ,i 1—1 A /1 rnt 
< 一 -一 一 | M — T + —I Tp 


[Mt — TH] i (I=1)D 1 一 1 1 一 ITP] 
< (2 I TCE- T TU-DD 
< (aa TP + Arre) — 
ki_1 
= ŽE (B + A)ITPI, 
M!—-1 _ l-1 
其 中 ki = |! 1||||p- DD], E1 = Aa 0O 


2. Drazin 广义 道 的 连续 性 
Ë: X 为 Banach 空间 ， 对 于 Te 乡 (X), 由 第 二 章 所 引入 的 了 的 最 小 模 : 
r(T) = mfí|Tr| : dist(z, N(T)) = 1). 


易 知 R(T) 为 闭 的 当 且 仅 当 r(T) > 0, 且 又 有 关系 式 1/r(T) = k(T), 其 中 k(T) = 
sup{inf{ ||z=|| : Tz = v): € R(T), = 二 .为 引用 方便 ， 列 出 A.S.Markus 的 一 
个 周知 结果 ([Kol, 定理 2). 

定理 3.3.6 设 4,An€(X),R(A) 与 R(An) 为 团 的 , 且 设 An 一 A(n > co), 
则 下 述 命 题 等 价 

(i) sup K(A;,,) < oo; 

. (i) lim k(An) = k(A); 

(iii) lim (N (An), N(A)) = 0; 

(iv) lim 6(R(An), R(A)) = 0. 

证 明 见 [Ko]. o 

引 理 3.3.1 ù X 28 Banach ZE], M,N 为 XX 的 拓扑 可 补 子 空间 ， 了 P,Q 分 
IA X A M,N 上 的 有 界线 性 投影 算 子 ， 则 
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—. 


ó(M, N) < max{||(P — Q)P||, (Q — P)QII). 
证 明 IER u eM, |lu] = 1, 8 u = Pu, E. 


dist(u, N) < ||u — Qul 


= ||Pu — Qu|| = || (P — Q)Pul| 


< |I(P — Q)PII- 
故 
ô(M, N) < ||(P — Q)P||. 
同 理 
ó (N, M) < |I(Q - PQI, 
于 是 


-Am 


ó(M, N) < max(||(P — Q)P||, ||(Q — PQI}. 
引 理 3.3.2 iż X X Banach 空间 ，C €e 2(X),lnd(C) < 1, W 
IC”|| < k(CO)|ICC” |. (3.3.5) 
证 明 因为 md(C) < 1, W X 有 拓扑 直 和 分 解 
X = R(C)@ N(C), 


且 存 在 C 的 Drazin J” US CU ( 群 道 ) 使 得 CC? 为 沿 N(C) 到 RC) 上 的 有 界线 
性 投影 算 子 . | 


对 任意 zeEXye N(O), 有 
IC?C(æ — || = lIcP”C=l|| < lc®? oz — yll. 
由 此 导出 


. ICUCz|| 
dist(x, N(C )) > ; 
(z, N(C)) Taa 


是 由 7(C) 的 定义 ， 有 


D 
1Czll > r(C)dist(x, N(C)) > 7(C) ne 
又 对 任意 z € X, W z = CDz, 得 


IC?CC?2| 
CC™z|| > "(CO) -oron ' 
由 此 导出 i 
IC? z|] < aojl ee le 
注意 到 k(C) = 1/r(C), 从 而 
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IC”| < RCICC 用 o 


51 3.3.3 i T € V(X) 具有 Drazin 广义 道 . MET = C + N 3 T H 

C- RFA, N 
{A EC: 0< |A| <r(C)} c pT). 

证 明 由 定理 3.17 中 (i), Ind(C) < 1, 我 们 有 X = R(C) @N(C) E R(C) 为 
X 的 闭 子 空间 . 令 Xo = R(C),Xı = N(O), E COo 与 O, 分 别 为 C 向 Xo, Xi 上 的 
限制 。 Co : Xo 一 Xo 为 可 逆 算 子 ， 且 经 直接 计算 r(C) = C5 +7. 

对 于 任意 的 入 ecC,IAI <r(Cc). 有 1/A > |C ||, EB 1/ 和 Ep(05!). 由 (Co 一 
AI) = AI(1/AT- Co ']Co, 可 知 Co -A 为 可 道 算 子 ， 又 因为 C1 为 宕 零 算 子 ， 从 而 
其 谱 半 径 (Ci) = limo v/||Cr|| = 0, 于 是 对 所 有 的 A Z 0,C, 一 和 均 为 可 道 算 
子 , 故 当 0 < JAL r(C) 时 ， 和 ep(C). 

EF N JFR, ENC = CN = 90, 从 而 o(T) = o(O), 因此 


{AEC: 0<|A| < r(O)) Cp(C) = p(T). = 


定理 3.3.7 设 (T,) 为 .2(X) 中 序列 , E. T, > T € @(X)@ > oo). ÍR 
ET 5 T, 具有 Drazin 广义 逆 TP 与 TP(n = 1,2,:::), HZ T = C +N 5 
Tn = Cn 十 N, (n. =1,2,:: .) 分 别 为 T 与 T, 的 核心 - RERE, 则 下 述 等 价 : 

(i) T? — T>; 

(ü) TPT, — TPT; 

(iii) sup, |l < oo; 

(iv) ó(N(C,), N(C)) > 0 R. 8(R(C,.), R(C)) — 0; 

(v) C, — C H 6(R(C,), N(O)) — 0; 

(vi) C, >C H 8(N(Cn), N(O)) — 0; 

(vii) C, — C H. sup,, k(Cn) < co; 

(viii) sup, k(Cn) < co. 

证 明 (i= (i). 显然 . 

(ii)>(i). 因为 C, = TTDT, H. C = TT”PT, W Gi) 蕴涵 C, > C. 因为 由 定理 
3.1.7 中 (i),md(C) < 1, RITA X = R(C)@ N(C) E. R(C) X X WATZE. 因为 
T 具有 Drazin X, $k k= Ind(T) < œ. 由 定理 3.1.5 的 证 明 及 定理 3.1.7, 知 


R(T*) = R(TT?) = R(C), (3.3.6) 
N(T*) = N(TT?) = N(C). (3.3.7) 

由 引 理 3.3.2, 有 
IC < k(O? I. (3.3.8) 


以 Cn 代替 C, 由 (3.3.8) 得 
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[CP < k(C,)|C,CU|2, n= 1,2,... (3.3.9) 


又 由 引 理 3.3.1 及 (ü), 有 
0 (R(C,), R(C)) 
= 6(R(T,T?), R(TT?)) 
< max(||(TT” — Ta TP )TT? ||, (TT? — T.T TT |) 


— 0. (3.3.10) 


于 是 由 定理 3.3.6 及 (3.3.10) 式 ， 得 


sup k(Cn) < oo. (3.3.11) 
由 定理 3.1.7 中 (vii), 有 


于 是 
CnC? = TaTP TaT? = TT. n=1,2,.…. 


由 (i), 得 
sup ||C CP || = sup ||IT,, T” || < co. (3.3.12) 


再 由 (3.3.9),(3.3.11) 及 (3.3.12) 式 ， 有 


sup |T; || = sup ||C;”|| < sup k(Cn) .sup|CnCr | < co, (3.3.13) 
n n n n 


从 而 由 (ii), 得 到 
TP —TP = TP (TaT? — TTP) + TTP —TTP)TP + TIT -TT,)T? 


一 0， n> oœ. 


因此 ( AR. 
(ú)= (iü) 此 为 (3.3.13). 
(Hi)=(iü). 由 定理 3.1.7,T? = CD H COPC = O, 于 是 对 任意 ze X, 
dist(z, N(C)) < |x — (I — C? O)z|| 
= ||C?” Cz] 
< |C lllczll. 
H r(C) 的 定义 ， 有 
r(C) > |CP}, 


即 
IC”|| > 1/7(C) = k(O). 
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因此 
ICP|| > 1/r(Cn) = k(Cn), n=1,2,::: 


由 (iii), 34 | 
inf r(C.) = r > 0. (3.3.14) 


& ó = miní(r,r(C)Y T = (A € C: JA = 8/2}. 由 引 理 3.3.3, 有 


(XeC:0<|M < ô} c ( N p(T)) n eT). 


由 于 I 
I-TT? = z PAT- T) 14 
271 Jr 
8 1 
I — TaT? = zi POI- Ta), n = 1,2,.…,， 
271 r 
于 是 


(I — TT?) — (I —T,TP) 
= TaT? -TT? 


- = $ AI- T)! — (M — T,)-1]dA 


= 1 for — Ta) `[(M — Th) — (N — T) (AI — T) 1dA 
271 Jr 


= = fa — Ta) [T — TT — T) dÀ. (3.3.15) 
T 


~ ont 
因为 (MT -Tat — (M — T) 一 致 于 入 ET, KETE no > 1, 使 


sup {IAZ — T) 1|| : À € T) < o. 
nno 


从 而 由 (3.3.15), 有 常数 M > 0, 使 
ITT? 一 TT2 < M|IT, —T|| 0, n — co. 
因此 (ü) 为 真 . 
(ü)=(iv). 由 (i)=(i) 中 (3.3.10), 
ó(R(C,), R(C)) — 0, n — co. 
同样 ， 由 引 理 3.3.1 及 (ii), 有 
6N(Cn), N(O)) = (N (Ta TP), NOTTD)) 
< max{||(TT? -Ta TP (I -TTP (TT? -Ta TPI -Ta TPI} 


一 0，7 一 oo. 
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显然 


sup |ITPT;,,|| < co. 
(iv)= (ü). 因为 Ta 有 Drazin 广义 逆 TP, i£ Ind(T,,) = kn, 则 


X = R(T") @ N(T$*), n = 1,2,.., 


R(T”) = R(T aT) = R(Cn), 


N(TËn) = N(TaTP) = N(Cn), n=1,2,::: 
对 任意 xz 8 X, A yn € R(Ta TP), zn € N(Ta TP), (Ë £ = yn +z (n = 1,2,- ), FÆ 
(TTP — TaT? )£ = TT? zn — (I — TT?)yn. 
H TT? zn = TT? (zn — u) u € N(TT?) 及 zn = (I — Ta TP)z, A 
ITT? zall < |TTU||dist(z,, N(TT?)) 
< IITTPIEN (TaT), N(TTP))|zal| 
< IIT TPIEN (Cn), N(O))|I — TT? zl 


类 似 可 得 
IE — TT?)ynl < I — TTP||6(R(C,), R(C))IT,T?IIl=ll. 
将 以 上 三 式 结合 ， 得 
IIT” -TTP)al| 
< [ITT P||6(N(C,,), N(C))|lI — Ta TR | 


~ ` 


+ ||Z — TTP||ó(R(C,), R(C))||T,, T2 læ- 
从 而 有 
ITT? = Ta TP || 
< [CN (Cn), N(C)) + 6(R(C,), R(O))] 
: max{||TT? ||, |Z — TTP ||} max{||Ta TP, I — Ta TP |). (3.3.16) 
引用 [Mar] p.271 与 [GM] 5|% 2, 有 


1 1 
max{||CnCP ||, lI — C.C]  max{||CCP|], |Z - CCP} 


< 28N (Cn), N(C)) + 26(R(Cn), R(O)) 


>00, n> œ. 
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从 而 


sup |C, CP | < oo. 
由 于 CP 一 TP, 故 Cn CP 一 T TP, 因此 
sup |, T < co. 
n 


由 此 及 (3.3.16), 得 
TPT, 一 TT2，7m 一 oo. 

故 (ü) 为 真 . 

(v)=(vi)= (vii), 由 定理 3.3.6 V. 显然 ，(v) 与 (vi) 38398 (iv). 由 (这 之 (的 
证 明 ， 知 (ii) AW (v). 

显然 (vii) 28398 (viii). 

由 (viii), sup k(Cn) < oo, 从 而 -infr(Cn) = r > 0, 其 中 1/r(Cn) = k(Cn). 由 
此 ， 与 Gü)—() 的 证 明 相 同 ， 得 (ü). 完成 定理 的 证 明 . 口 


[LE 释 】 

Banach 空间 中 线性 算 子 的 Drazin 广义 道 的 研究 ， 近 20 年 获得 长 足 发 展 . 

83.1 有 关 算 子 指标 的 介绍 ， 取 自 [TL]. Banach 空间 中 线性 算 子 Drazin 道 的 
定义 3.1.2, 唯一 性 定理 3.1.2 及 定理 3.1.7 RÄ [Qi], 存在 性 定理 3.1.5 KARKI 
的 论文 [Cail, 而 定理 3.1.6 属于 魏 益 民 We. 

83.2 ”线性 算 子 Drazin J” Y WBS, Bet H E: Se ZE [Ku] 中 给 出 表示 ， 而 
后 葡 东 汉 [cail 与 魏 益 民 [we 分别 给 出 Banach 空间 中 线性 算 子 Drazin 逆 的 不 同 
表示 ， 推 广 了 Ku 中 相应 的 结果 .本 节 内 容 取 自 [Wei, Cai]. 

63.3 Banach 空间 中 线性 算 子 Drazin 道 的 扰动 定理 3.3.1~3.3.5 J 8 T £S $t 
民 [We], 而 关于 Drazin 广义 逆 的 连续 性 ， 取 自 V.Rakočević 的 论文 [Ra], 这 方面 结 
果 ， 还 可 参见 J. J. Koliha 与 V. Rakočević 的 工作 KR. 

关于 Drazin 道 在 偏 微 方程 中 的 应 用 ， 参 见 M. Z. Nashed 5 Y. Zhao 的 论文 
[NZ]. 关于 Drazin 道 的 计算 问题 , 参见 2004 年 出 版 的 王国 荣 , MAR, ZESA 
的 专著 [WW]. 关于 闭 线性 算 子 的 Drazin 广义 逆 及 其 扰动 ， 参见 [KT] 及 [GKWI]. 
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i X, Y 为 Banach 空间 ， 了 全 EX,Y) 为 线性 算 子 ， 元素 zo € D(T) Cc X 称 
为 T(x) = y 的 极 值 解 是 指 x = zo AZA z — |!T(z) —y|| 的 最 小 值 点 ， 最 小 范 数 
的 极 值 解 叫 最 佳 通 近 解 或 最 小 范 数 极 值 解 . 当 X, Y 均 为 Hilbert SHR, EE 
近 解 又 叫 最 小 二 乘 解 . 

如 所 周知 ， 对 y cY, 算 子 方程 Tx = y 并 不 永远 存在 极 值 解 ， 即 使 Tr = yR 
有 极 值 解 ， 也 不 必 有 最 佳 允 近 解 ， 因 此 ， 我 们 需要 研究 了 的 度量 广义 逆 . 


84.1 集 值 度量 广义 逆 及 其 选择 


1. 集 值 度量 广义 道 


M. Z. Nashed 与 G. F. VotrubalNV] 引进 如 下 的 定义 : 
定义 4.1.1 i X, Y X Banach ZJ, T e L(X,Y) 为 线性 算 子 . 集 值 映 射 
TŠ: Y — D(T) 定义 为 


TÊ? (y) = (zo € D(T) : zo 为 T(z) = y 的 最 佳 逼近 解 }, ye D(TP), (4.1.1) 
称 为 了 的 集 值 度 基 广义 道 ， 其 中 
D(TŠ) = {y € Y :T(z) = v 在 D(T) PAREEN) (4.1.2) 


若 单 值 算 子 T” (一 般 为 非 线性 ) : DT?) > DT) 满足 : Yy € D(T9), T? (y) € T?(y), 
则 称 T° 为 T? 的 单 值 选择 . 
1974 F, M. Z. Nashed 与 G. V. Votruba 提出 研究 这 一 问题 的 建议 ( 见 [NV]. 
定理 4.1.1 Z X, Y 为 自 反 Banach Z0), T € L(X,Y) ARA AERE p 
定 闭 线性 算 子 或 定义 在 X 上 的 有 界线 性 算 子 . MW D(T2) = Y, B. vy EY, 有 


T? (y) = P(T Pr(r)(y) : 0), (4.1.3) 


其 中 2 Prelu) = (z € D(T) :T(z) € Pr(T)(W)}. 
证 明 首先 证 D(T?) =Y, H Y AR, E R(T) Bl. 从 而 由 [Si] 知 RT) » Y 
的 迫近 子 空 间 ， FEREN y EY, Prenu) 为 了 的 非 空 子 集 . 易 知 Pnery(u) 为 工 
WATR. 
下 面 证 ， T Prl) 为 和 的 非 空 闭 凸 集 ， 从 而 由 X 的 目 反 性 ， 知 其 为 X 
中 迫近 集 ， 于 是 
P(T Pn) (y) : 0) Z @. (4.1.4) 
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事实 上 , E THRE, AT Prol) 为 X 的 非 空 凸 子 集 ， 仅 需 证 其 闭 性 , 
设 {zn} CT Pr(y(y) 满足 z, > zo (n > œ). 则 = T(zn) € Pnery(u) (n = 
1,2,...). 为 证 zoEsE7T-PaRm() , 仅 需 证 存在 yo € PR(T)(Y) 满足 yo = T'(zo). 

E T Pry) 的 定义 ,有 yn 一 yl = infzerm) llz-yll (n = 1,2,…). 从 而 {yn} 
为 Y 的 有 界 列 ， 因 Y AR, IH Eberlein-Smulian 定理 ， 不 妨 设 yo (n 一 oo). 
由 Mazur 定理 yo € R(T), 再 由 范 数 的 下 半 连 续 ， 有 


— || < lim ll 一 可 = inf ||z— yll. 
lyo = yll < Jim llyn — yll = nf. lz = vl 


因此 yo € Pror (2). 

FHE: yo = T(zo). 因为 了 为 稠 定 的 闭 线性 算 子 ， 从 而 工 的 共 力 算 子 7 ff 
在 ， 是 从 Y* 到 X* 的 笛 定 闭 线性 算 子 . ER y* € D(T*), 有 

(VY , Yn) 一 (y*,T(£n)) = (T*(y*), £n), n = 1,2, e. 
令 n — œ, 得 
(y*, yo) = (T*(y*), Zo), 

于 是 ro € D(T**) H yo = T** (z0). H X,Y WARA T HAH, 4 T =T*, 于 是 
zo € D(T) H. yo = T (zo). 

对 任意 yeY, H (4.1.4), 存在 zo € P(T Pri (y) : 0). BA zo H T(z) = y 
WREE, A, D(T?) =Y, 且 由 定义 ， 有 

T? (y) = P(T Pr; (u) :0),y € Y. 


因此 (4.1.3) 成 立 . = 
定理 4.1.2 Ú X, Y 为 自 反 Banach 空间 ， 又 设 了 为 严格 凸 的 ，T € L(X,Y) 
为 具有 闭 值 域 R(T) 的 笛 定 闭 线性 算 子 或 定义 在 X 上 的 有 界线 性 算 子 ， 则 


T? = (Inir) — Puin) T TRT), (4.1.5) 


其 中 Inm 为 DT) 上 的 恒 同 映射 . 
证 明 因为 N(T), R(T) 分 别 为 自 反 Banach 空间 X, Y 中 的 闭 子 空间 ， 而 Y 
为 严格 凸 的 ， 从 而 由 [Si], N(T) # X 中 为 迫近 的 ， R(T) # Y 中 为 Chebyshev 子 
空间 . 
由 定理 4.1.1, 仅 需 证 
P(T 1mne (u) : 0) = (Ipm ~ PNer)T TRT (2). 
任 取 TE P(TTITRIT) (y) : 0), 有 TE T lmne) (y) H 


læl| = inf{llwll : w € Ttr (9)}. (4.1.6) 
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由 推论 1.2.11, z 有 分 解 式 
x = 7X1 二 7Y2, z1 € Pnn (7), T2 € Fx'(N(T)), 


于 是 T(x2) = T(z — z1) = T(x) = tR (y), 从 而 zz € TrRT (y). 
对 任意 ve N(T), 有 za — v € Tng (y), 于 是 由 (4.1.6), 有 


|z2 — (—z1)|| = llzll < llz> — vll, 
即 -zl € Pyar (z2). 因此 
z = x2 — (—z1) € (Inir) — PN(ny)(z2) 
C (Inir) — Puer) T TRT (g), 
于 是 ， 得 到 
PT-IrRm() : 0) C (Ip) — Puer) T Tr (t). (4.1.7) 


反之 , ER $ e (Ipay -Pu rr ly) (y € Y), 存在 z € Trg 满 
足 
£ € (Inir) — Puen) (2). 


于 是 有 z” € Pun (r) 满足 人 = z' — z”. 由 此 得 出 了 工人) = T(x) = troy). 因 
此 ， z € TTITRT) (y). 

下 证 : ĉeP(T nro (y): 0). 

IER v € N(T), Z w= z” +v, W w e N(T). 注意 到 zx”E Pyne’), 有 

lê — 0|| = lz — z” || < llz' — w| 
= || — z” — || = |ê — ||, Yv € N(T), 

于 是 0 Ee Puin (ê). 由 定理 1.2.9 中 (2), 有 Fx (£) N N(T)- = Ø. 选 $* € Fx (£) A 
N(T) ,有 


(2*,£) = ||#* ||?” = |]. 
对 任意 z € Tng ly), A T(z) = T(ë) = tenlu), FÆ z — £ € N(T). 设 
To = z — Z, 则 z = ro + š, To e N(T). 于 是 


lê? = (2*, 2) = (ë*, # + zo) 


= (ĉ*, x) < ||ê* || z|] = lll [æl]. 
由 此 导出 : Vz e Ttrro (u), 上 人 | 和 ||z||, B ĉ € P(T-1xmnen) (y) : 0). 因此 ， 有 
(Ior) -Pyn trr (y) C P(T nrm (g) : 0). (4.1.8) 


综合 (4.1.7) 5 (4.1.8) 得 (4.1.5). = 
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定理 4.1.3 iZ X, Y X Banach 空间 ，T € L(X,Y) 为 线性 算 子 ， NOT) 
fÉ X 中 的 迫近 的 . 如 果 R(T) c D(T?) B. R(T) 为 Chebyshev 子 空间 ， 集 值 映射 
T? : D(T9) 一 DOT) 为 了 工 的 集 值 度量 广义 逆 当 且 仅 当 T? 满足 下 述 条 件 : 

i) TOTT? = T?, 在 DT2) E; 

(ii) TT = Inr) — Puer) Œ D(T) E; 

Gii) TT? = nger), 在 D(T?) E. 

证 明 必要 性 . 设 13 : D(T9) 一 D(T) 为 集 值 度量 广义 道 , 易 知 : Vy € D(T?), 


T? (y) = P(TT'TR (y) : 0). 
对 任意 ye D(T?), 有 
TT? (y) = T(P(T ~nr (u) : 0)) = ner) (Y), 
即 在 D(T2) 上 
TT? = TRT). 
且 由 rna URF, €A 
TTT? (y) = T?T na) (u) 

= P(T ART) TR) (Y) : 0) 

= P(T rR) (g) : 0) 

= T? (y). 
# D(TŠ) E, XE 

TTT? = TŠ. 
对 任意 ze D(T), 有 
TT (x) = P(T tnr (T'(z)) : 0) 
= P(T T(x) : 0) 
= P(x + N(T) : 0). 
下 面 证 
Pl(z 十 N(T) : 0) = (Pr 一 Pnr) )(z). (4.1.9) 

事实 上 , IEH + e p(z+ N(T): 0), A x' e N(T) {Ë $ = r+r H |||| = ||z+z'|| = 
inf{lz +yl| : € N(T)}, FÆ ĉ = z — (—z'), —z' € N(T) E lz — (—z”)|| = 
inf{||x — Z| :ZE N(T)}. 因此 X= 二 7 一 (—z') € T— PNary (2) = (IDT) — PN(T)) (1), 


于 是 
P(x + N(T) : 0) C (IDT) — Pnr) )(2). 


反之 ， 对 任意 2 € (Ipay -Puin (2), 有 zx € Pyn (e) WE £ = z — z' H 
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|z —z'|| = intf(||z — z|| : z € N(T)}- 
EE £$ = z + (—z') € z + N(T) Ë. 
lêll = lle + (—z”)|| = inf(||z + (—2)|| : —z € N(T)}, 
B| ê € z + N(T), ||#|| = int(||v|| : y € z + N(T)). 因此 ， 有 
| £ £ P(z + N(T) : 0). 


于 是 (IDT) — Py(T))(7) C P(z + N(T' : 0), 因此 ， (4.1.9) JA. 于 是 ， 在 D(T) 
上 ， 有 
To27 = Inir) — PNT) 


充分 性 . 1] T? : D(TP) 一 D(T) 为 满足 (i)~(ii) 的 集 值 映射 ， 需 证 
T? (y) = P(T irr (u) : 0), Yy € D(T°). 
IER z € T? (y), ië z = T” (y) e T? (y). 由 条 件 (i), (ü), 有 
z = T” (y) € T? (y) = TTT? (y), y € D(TŠ). 


我 们 可 选 z = TTT” (y) = TozT(z) € TTT? (y). ŒX Too T (z) € Te7(z) = 
z — Py (2). AE 0 € Pw(T)(7)， 由 定理 1.2.9, Fx(z) N N(T)+ Z Ø. JH z* € 
Fx(z) N N(T)+. 对 任意 z € T lrRery (u), 有 


T(z) = mn(y (g) = T'(z), 
从 而 xX 一 z EN(T). H Fx Hj NT) 的 定义 ， 有 
lz? = (z*,z) = (z*, z) < ||z* l lll. 
注意 到 ||z|| = ||z* ||, 得 到 ||=|| < ||z||, 对 一 切 z € Tirry). 因此 zep(T maa (u): 
0). FÆ: vy € D(T?), 有 
T? (y) C P(T Tr (y) : 0). (4.1.10) 
反之 , ER ze P(T-rrm ly) : 0), 对 任意 ze N(T), z — z eT ltr (u), T 
是 
lz 一 镍 = inf(||ë — 0|| : ê eT racr)(y)} 
= inf{||ê — 0|| : ê € z + N(T)} 
= infí||= — z|| : z € N(T')). 


因此 ， 有 
0 < PN(T) (2). 
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由 条 件 Gü), (ü), (i), 我 们 得 到 对 一 切 y € D(T?)， 
x — 0 Ex- PNT) (z) = TŠT(z) = Tm Re) (y) 
= TTT? (y) = T? (y). 
是， 有 
P(T raer)(y) : 0) c Ty), y € D(T?), (4.1.11) 
综合 (4.1.10) 与 (4.1.11), 有 
T? (y) = P(T nR) (y) : 0), y € D(TŠ). o 


2. 集 值 度量 广义 逆 的 齐 性 选择 


定理 4.1.4 i X, Y 为 自 反 的 Banach 空间 ，Y 为 严格 凸 的 且 具 有 五 性 质 ， 
T e L(X,Y) 为 具有 闭 值 域 的 稠 定 闭 线性 算 子 或 定义 在 X 上 的 有 界线 性 算 子 ， 则 
X 可 以 赋 等 价 严格 凸 的 范 数 |: |, 使得。 vy e Y, 唯一 存在 T°(y) ETe(y), 满足 


IT?) = inf{llzli : z € T2(9)). 
T”: Y 一 D(T) 为 集 值 度量 广义 道 T? 的 有 界 齐 次 选择 . 
证 明 因为 为 自 反 的 Banach 空间 ， X 可 以 赋 等 价 的 严格 凸 的 范 数 ||: lla, 
$E (X, Il-1) 为 自 反 严格 凸 Banach 空间 ( 见 [Yu1]). HER y € Y, 7T%(y) 为 X PA 


凸 集 ， 同 时 为 (Xio PAGE, FÆ T?) X (X, l- ll) 中 的 Chebyshev 集 ， 
从 而 存在 唯一 元 T" (u) € T? (y), 满足 


IT? (Wl = inf {lzlh : z € T?(y)}- 
BA, T° :了 一 D(T) 为 了 2 的 选择 . 下 证 ，7T? 为 有 界 齐 性 算 子 . 证 明 分 为 两 步 . 
第 一 步 ， 证 T° 为 齐 性 算 子 . 
由 T° 的 定义 ， 知 vy c Y, 有 
T? (y) = mı (T? (y) : 0) ET? (y) = P(T rrer) (u) : 0), 
其 中 m(T? (u): 0) 为 零 元 9 在 空间 (X, h) PAnR T? (y) 上 的 唯一 最 佳 通 近 


JD. 
由 推论 1.2.12, Vy e Y, A € R , mna) (Ay) = Anr (y). 下 证 


T? (Ay) = AT? (y). 
对 任意 yeY 及 入 e R0}, ER z e T? (Oy), 由 定理 4.1.1, RIJE z € Tirri (Ay) 


R. 
zl = min{|lvl| : v € TTR) (Ay)}, 


于 是 
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T(xz) = T Ta) = SR(X) 一 TR(T) (y) 


H 
læl| = min{llwll : T(v) = TR (Ay) = Arr (y)} 
“ma 1]: 7G) -mag] 
“Bima {| er tss] 
= |A| min{||v|| : T(v) = TR (y)}, 
即 


1 . 一 
| zz = miní(|lə|| :vET tR (U), 


因此 ，z e AT9(/), 于 是 
TÊ (Ay) C AT? (y). 


(4.1.12) 


RZ, ER z e AT? (y), 有 xz e T?(y). 再 由 定理 4.1.1， jz E€ Trg ly) B. 


1 . _ 
| | = mindllə|| : v € T 17805 (wy)}, 于 是 


T(z) = MT (32) = Aran (y) = rr) 


且 
Izl] = Amin{fllul : v € Ttr (9y)} 
= min(||X%|| : TMv) = TR) (Ay)} 
= min{||v]| : T(v) = Trier (Ay) }- 
换言之 


z € T TR(Ay) Eliel] = min(||ə|| :we T rR (Ay)}, 


因此 z e T9(Xy), 于 是 
AT? (y) c T? (Ay). 


结合 (4.1.12) 5 (4.1.13), 有 
T? (Ay) = AT? (y) 


对 一 切 y EY, 入 eR\{0} 成 立 . 
由 (4.1.14), Yy € Y, À € R\{0}, 有 


IT? OWI = min{fllzl : z € Ty) = MT°(y)} 
一 | 和 | min í| > : xz € T(g)) 


= |Amin{llvlli : v € T°(y)} 


(4.1.13) 


(4.1.14) 


= [AT (la 
= JAT? (wi. 


因为 (X, |i) 为 自 反 严 格 凸 Banach 空间 ， 闭 凸 集 T? (Ay) 为 其 中 Chebyshev 
集 ， 从 而 零 元 9 在 Ty) 上 有 唯一 最 佳 通 近 元 ， 于 是 vy € Y, X € R\{0}, 有 
TO (Ay) = AT° (y). 当 和 A 和 =0 时 T°(MW) = T°(0) = 0 = AT” (y). 因此 ， T° 为 从 Y 
到 DT) 的 齐 性 算 子 . 

第 二 步 . 证 Te 为 有 界 的 . 

因为 T° 为 齐 性 的 , 由 引 理 1.3.1, 为 证 Te 的 有 界 性 只 需 证 明 T° 在 9 处 连续 . 

在 D(T) 上 引进 图 像 范 数 : 

lelo = llel + |T'(z)||, z € D(T). 

由 了 的 闭 性 ， 知 DT) = (DT), | lloa) 为 Banach 空间 ,因为 RT) 为 Y 的 
闭 子 空间 ， 从 而 R(T) 在 Y 的 诱导 拓扑 下 为 Banach 空间 .再 由 了 的 闭 性 ， 知 
T: D(T) > R(T) 为 连续 线性 的 满 射 ， 应 用 开 上 映射 定理 ( 见 [AF]), FE L > 1, 使 得 
对 任意 z € R(T), x e T! (y) 存在 u € T-1(z) 满足 


lz- wllper) < Zlly — zll: (4.1.15) 


于 是 由 [AF] 中 定理 2.2.1, 真山 函数 p(-) 定义 为 
ply) = inffllzlpom : z € T7! (y)}, y € R(T). 


p(t) 在 R(T) 上 下 半 连 续 . 
对 任意 ye R(T), ER z e P(T1(y) : 0), 有 zl < lell 对 一 切 ve T (y) 成 
L. 于 是 y=T(v) = T(z), B. Vu € T! (y), A 


lello = lell + T(=) = liell + llyll 
< lvll + ||T'(o)|| = vll DoT, 
因此 ， vz e P(T (y): 0), 有 
p(y) = ||zxllpen), ye R(T). (4.1.16) 


在 不 等 式 (4.1.15) F, 取 x € P(T- (y) : 0) 与 z = 0, WEE w € T-1(0) = 
N(T), 满足 : Vy c T(T), 有 
p(y) = |lz||pe < llwllper) + L(y) < co, 


即 R(T) 为 凸 函数 p(:) 的 有 效 域 . 从 而 再 由 p(:) 的 下 半 连 续 性 ， 知 z() 在 R(T) L 
处 处 连续 ( 见 [Shi]). 
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W {yn} C R(T), yn 一 yo (n 一 œ). 由 等 式 (4.1.16), Vz, € P(T1(y,) : 0), 
£o € P(T}! (y0) : 0), 有 


plyn) = [£n l| DT) = p(yo) = [zoll DT), n — o. 
IHH] pay 的 定义 ， 得 到 
znl + ea 一 zol+lol， n — co, 
十 是 |z. || — lzol (n 一 co). 取 yo = 0, # zo = 0, Æ ||z,|| > 0 (n 一 œ), 从 而 


lznj — 0 (n — eo). 

H+ Y 为 具有 五 性 质 的 自 反 严格 凸 Banach 空间 ， 从 而 maa : Y > R(T) 为 
连续 的 ( W, [Si] p.47), 于 是 ， 对 于 {yn} C Y 使 得 yn > 0 (n — co), A TRT Yn) 一 
TRIT) (0) = 0 (n — oo). 

I z, = T? (yn) € TO(yn) = PT-Iram(lom) : 0) (n = 1,2) £ 0 = T= (0) e 
Te2(0) = P(N(T) : 0). 于 是 


IT? (yn)l| 三 | > 0, n — eo, 
因此 T” 在 0 处 连续 . 由 引 理 1.3.1, T” 为 有 界 齐 性 算 子 . 口 


引 理 4.1.1 É X, Y 为 自 反 Banach 空间 ， T e L(X, Y) 为 线性 算 子 . 如 果 
Vz € D(T), rwea(z)ePra(znNT), 记 CT) = Fx (N(T)+) N D(T), 则 
T : C(T) — R(T) 


为 一 一 到 上 算 子 , 其 中 TWO ` X — N(T) 为 PNI 的 任意 满足 拟 可 加 性 且 Mrv(T)) = 
C(T) 的 单 值 选择 . 

证 明 Yy € R(T), 3x € D(T), ËË y = T(z). 由 推论 1.2.11 H X JH TE, X} 
z 有 分 解 式 : | 


z = nygr(t) + zi, zi € Fẹ (N (T) ) = Fg (N(T)+). 
由 条 件 way (z) € Pame) N (T), 有 
zı € F+ 1(N(T)1)n D(T) = C(T), By = T(x) = T(z1). 
H Fi, T: C(T) 一 R(T) 为 满 射 ， 且 
D(T) = N(T) + C(T). 


yz € N(T) n [C(T) -CO z € N(T),z = zí — zə2,zi,z2 € C(T), 从 而 由 
C(T) = NIrvwm) 及 rner) 的 拟 可 加 性 ， 可 知 0 = ryer l(t) = tyre) + z = z, 


因此 
D(T) = N(T)+C(T). (4.1.17) 
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EUT : C(T) 一 R(T) 不 是 单 射 ， 存 在 t1, zz € C(T), zí Z x2. Œ T(z1) = 
T'(z>), 即 xı — zə € N(T), 于 是 


zí = 0 + zi = (£1 — T2) + T2. 


这 与 (4.1.17) FA. 因此 T 为 一 一 算 子 . 口 


84.2 Tseng 度量 广义 递 


设 X, Y 为 Banach 空间 ， 了 E L(X, Y) 为 线性 算 子 ， 当 N(T), RT) 分 别 为 
X, Y 中 Chebyshev 子 空间 时 ， 以 ren 与 may 记 对 应 的 度量 投影 算 子 . 

下 面 引入 Tseng 度量 广义 逆 . 

定义 4.2.1 EË X, Y X Banach ZH, T e L(X, Y) 为 线性 算 子 . 如果 NT) 
与 R(T) 分 别 为 X, Y 中 Chebyshev 子 空间 ， 且 存在 齐 性 算 子 T9 : D(T9?) 一 R(T?) 
满足 

(i) R(T) c D(T'9), 

(ü) R(T?) c D(T), 

(iii) TIT = TIPm 一 NNT 

(iv) TT! = nRT 
则 称 TI X T BJ Tseng 度量 广义 道 . 

引 理 4.2.1 ił X 1 Banach Z], L, AM 为 于 的 子 空间 ,， 且 M c L, 假定 
M 为 天 中 Chebyshev Æ, M 


L= Mi(LNFx!(M-)) (4.2.1) 
当日 仅 当 Vz € L, rzz(7) € M, 其 中 z JA X #J M 上 的 度量 投影 算 子 . 
证 明 必要 性 . 因 M 为 X 中 Chebyshev 集 ， 由 推论 1.2.11, Vz € L, A zi € 


Fx (M7 ), 合 
Z = ThT) + 71. (4.2.2) 


另 一 方面 ， 由 条 件 (4.2.1), 存在 ro € M c M, zo € LNF (MŁ) 使 xz 可 唯一 
表示 为 
T = To + T2. (4.2.3) 


由 分 解 式 的 唯一 性 ， 有 ralz) = zo € M. 
充分 性 . Yre L, 由 推论 1.2.11, z 有 唯一 分 解 式 


r = 7TTT7r(Z) + z1, z1 € Fz'(M-). 


由 于 nalz) € M c L, 有 zı € L, 从 而 X1 € LNFx'(M+), 于 是 (4.2.1) 成 立 . 口 
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定理 4.2.1 É X, Y X Banach Zj, T € L(X,Y) 为 线性 算 子 ， 且 N(T), 
RT) 分 别 为 X, Y 中 的 Chebyshev 子 空间 ， 则 T 存在 Tseng 度 其 广义 道 7 当 且 
仅 当 

D(T) = N(T)+C(T), (4.2.4) 
这 里 C(T) = D(T)n FZ N(T)}) X X 中 齐 性 集 . 
此 时 ， 对 任意 齐 性 集 工 c Fy'(R(T)+), HFE T BJ Tseng 度量 广义 道 78, 使 
D(79) = R(T)+L, R(T!) = C(T), N(T?) = L. 

证 明 必要 性 . 设 T9 : D(T9) 一 R(T9) } T BJ Tseng 度量 广义 道 ， 由 定义 

4.2.1 中 的 (ii), Gü), 对 任何 ze D(T), 有 
T’Tz € R(T9) c D(T), 
nyt = 2 — T9Tz € D(T). 


又 由 定义 4.2.1 中 (i), (iv), 有 | 
Tz eR(T) c D(T°), 
Tira x) = T(x — T9Tz) = Tzr — TT'ŠT'x, 


= Tr — To = 0. 


TR(T5 


于 是 ， TMNTIT = N(T). 
再 由 引 理 4.2.1, 并 注意 到 N(T') C DT) 均 为 线性 子 空间 ， 从 而 有 


D(T) = N(T)+C(T). 


H Fx 的 齐 性 ， C(T) = D(T) Fx (N(T)+) 为 齐 性 集 . 

”充分 性 . 应 用 条 件 (4.2.2), 由 引 理 4.2.1 及 引 理 4.1.1, NI T : C(T) > RT) 为 一 
一 算 子 . $ To = To(rn)( 这 里 Tc) 为 工 在 C(T) 上 的 限制 ), 则 二: R(T) — C(T) 
存在 且 为 齐 性 算 子 . 

对 任意 齐 性 集 工 C FF1(R(T)+), 令 


D(T) = R(T)+L, R(T}) = C(T), 


则 D(T9), R(T?) AFHR, H R(T) c D(T?2), R(T?) c D(T), 满足 定义 4.2.1 中 
(i), Gi). 

定义 算 子 22 : D(T) 一 R(TY) 如 下 : 对 任何 ye D(T/), 唯一 存在 yi € R(T) C 
R(T), yz € L C Fy1(R(T)1) E y = v +o, $ Ty = Tç n € C(T) = R(T), WI 
Tr 有 确定 意义 . 

又 由 推论 1.2.11, y 有 分 解 式 


y 一 TRY 十 人 YE 本 (RCIT) )， 
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由 分 解 的 唯一 性 ， 得 到 
Yı = RJY € R(T), (4.2.5) 
FE 
Tu = To Tae: 
h Tç! : R(T) — C(T) 及 ray: D(TP) > R(T) 的 齐 性 ， 知 7 为 齐 性 算 子 
对 于 ye D(T9), H (4.2.5) 式 ， 有 


T7Y9 = TTS TRY = TR(PYU, 
Ej 
TT? = MRT’ 

满足 定义 4.2.1 中 (iv). 

Xt z € D(T), 由 (4.2.2) Ñ, r 有 唯一 分 解 

r= rí + 22, z € N(T), x2 € C(T) c Fx1(N(T)-). 
由 推论 1.2.11, z 又 有 唯一 分 解 
Z =R tT, T E FZ (N(T)*). 
由 分 解 式 的 唯一 性 ， 
Tı = T N(T)Z T2 = z, 
于 是 
7 = TNT + T2, T2 € C (T). 
因为 TNT)? = T1 € N(T), 所 以 
TFTz = TiT (rie? 十 T2) = TIT T2 = T2 
= Z — TN(T)Z = (IDT) — TN(T))Z, 
Bp 
TET = Ipu) — TN: 

满足 定义 42. 中 的 Gü). 从 而 T2 X T BJ Tseng 度量 广义 道 

由 T 的 定义 ，N(T8) = 工 是 明显 的 . 口 

注 记 1 在 定理 4.2.1 的 条 件 下 ， 若 取 Lu = Fx (R(T)+), W TZ, 称 为 了 的 
最 大 Tseng 度量 广义 道 ， 记 为 T™. 

注 记 2 在 定义 4.2.1 中 ， 如 果 X,Y 为 Hilbert 空间 ， 则 度量 投影 算 子 TN (T: 
rar 成 为 正 交 投影 算 子 Prr Par 此 时 ， 易 知 Ipo) — Pary = Pary 于 是 


(Gii) 变 为 (iii)': TIT = PRT 此 时 Tseng ÆRES V i TS 恰 为 Tseng J X% ( W, 
[BG]). 
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推论 4.22 车 X, Y 为 自 反 严 格 凸 Banach 空间 ， T e L(X, Y) 为 稠 定 的 闭 
线性 算 子 ， 或 为 定义 在 上 的 有 界线 性 算 子 ， 则 TX 存在 . 

证 明 因 N(T) = N(T), RT) 分 别 为 X, Y 中 的 Chebyshev 子 空间 ， 且 vz e 
D(T), rwaytz) = Tsay (z) € N(T). 由 引 理 4.2.1, 有 

D(T) = N(T)+C(T), C(T) = D(T)n F<1(N(T)`). 

再 由 定理 4.2.1, 对 Lm = Fx (R(T)+), TM = Tf, 存在 . 口 

定理 4.2.3 设 X,Y 为 Banach ZÙ], T e LX, Y) 为 线性 算 子 ，N(T), R(T) 
g X, Y 中 Chebyshev 子 空间 . WR T HRK Tseng 度量 广义 逆 TX FE, 则 TM 


Gü) TTMT=7, 在 D(T) 上; 

Gi) TMTT™ = TM #g D(T M) E; 

(iii) TMT = Iper) 一 rymy 在 D(T) E; 

(iv) TT™ = = TR 在 D(T™) E, 
其 中 D(TM) = R(T)+Fy '(R(T)`). 

证 明 由 定义 4.2.1, 只 需 证 (i), (Gi). Yx € D(T), T(x) € R(T) c D(TM), 由 定 
X 4.2.1 Ħ (iv), 有 

TT™T (£) = ma (7) = T (z), 


故 (i) 为 真 . 
vy € D(T'M), TM(y) € R(TM) = C(T) c D(T), 由 定义 4.2.1 中 (iii), 有 
T*“TT™ (y) = T” (y) - ryo (T” (9). (4.2.6) 
因 TM 存在 ， 由 定理 4.2.1, 有 
D(T) = N(T)+C(T), 
这 里 C(T) = D(T) NA Fx (N(T)+). TM (y) 有 分 解 式 : 
T™ (y) = 0 +T™ (y), 0 € N(T), T” (y) € C(T). 
由 推论 1.2.11, 又 有 
T™ (y) = ram (T (人 ) 十 zz € C(T). 
由 分 解 式 的 唯一 性 ， 有 
TW (T (y)) = 6. 
再 由 (4.2.6) 式 ， 得 : vy e D(TM), 有 
TXTT™(y) = T (y). 


此 为 (ü). 口 
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注 记 3 由 定理 4.2.2, 最 大 的 Tseng 度量 广义 道 TM 又 称 为 Moore-Penros FE 
FP Ym 

注 记 4 如 果 X,Y 为 Hilbert 空间 ， TE Z(X,Y) 为 定义 在 X 上 的 有 界 性 
算 子 ， 则 工 的 最 大 Tseng J XX, WA TH, 满足 : 

(i) TT+T = T, 

(ü) THIT+ = T+, 

Gii) (T+T)* = THT, 

iv) (TT+)* = TT+ 
( 见 [Na1]). T+ 为 了 的 Moore-Penrose 广义 道 . 
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由 84.2 中 注 记 3, 可 以 给 出 以 下 定义 . 

定义 4.3.1 1 X,Y X Banach 空间 ，T € L(X, Y) 为 线性 算 子 ，N(T), R(T) 
分 别 为 Chebyshev 子 空间 ， 如 果 齐 次 算 子 TX : D(T™) > D(T), 满足 

(i) TTYT=7, 在 D(T) 上 ; 

(ü) TMTT™ = TY, 在 D(TM) E; 

Gi) TMT = Inir) — ray fE D(T) E; 

(iv) TTM = mar 在 D(T'M) E, 

则 称 TMX 为 了 的 Moore-Penrose 度 其 广义 道 ， 其 中 p(TM)= R(T3+F;1(R(T)-). 

定理 4.3.1 it X, Y 为 Banach 空间 ，T € L(X, Y) 为 线性 算 子 ，N(T), R(T) 
分 别 为 X,Y 中 的 Chebyshev 子 空间 ， 如 果 了 的 Moore-Penrose 度量 广义 道 72 存 
在 ， 则 TX 是 唯一 的 ， 且 

T™ (y) = (Tlen) ‘ram v € D(T™), 
其 中 DTY) = R(T)+Fx (R(T)+), C(T) = D(T) n Fç 1(N(T)-). 

证 明 AA T H Moore-Penrose 度量 广义 道 TY 存在 , 由 定理 4.2.1, 有 D(T)= 
N(T)+C(T), 其 中 C(T) = D(T) n FeiN(T)+). 取 DM := R(I)+Fx1(R(T)1). 
Vy € DM, [N R(T) 为 了 中 的 Chebyshev 子 空间 ， 由 推论 1.2.11, y = mzepy(u) + t, 
其 中 yo e fy (RCI)-). H DM 的 定义 ， taml) € R(T). 

vz € D(T) = N(T)}+C(T), 与 上 同 理 ， 有 ryme) € N(T). 应 用 引 理 4.1.1， 
T : C(T) — R(T) 为 一 一 到 上 的 映射 . 

记 了 com 为 在 C(T) 上 的 限制 ,定义 


TË = (Tea) mage (u), ED 


则 7# 为 从 DM 到 C(T) 上 的 齐 性 算 子 ， vy e DM, # TT (y) = mar (u), E. 
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T#TT*(y) = T#racry(y) = Tlen) tam) 
= (Tlc(m) ram) = T” (g); 
vz € D(T), TTT(z) = rg (T'(z)) = T (z) 
H. 
T#T(z) = (T|ce)) tam (T (z)) = (T|ca) ` T(z) = z — rg (2). 
事实 上 ， Vz € D(T), £ = mw (2) + £2, T2 € C (T), na?) € N(T), 从 而 
(Tlen) T(E) = (Tle) ‘Tiry (t) + z2) 
= (Tle) Tlcer)(z2) 
= T2 = TZ — TNT 2). 
由 定义 ， T# 为 工 的 Moore-Penrose 度量 广义 首 . 
W TM 为 工 的 任 一 个 Moore-Penrose 度量 广义 道 ， 下 证 ， TM = TĦ. 
FXE, h TM 的 定义 中 (iv), 对 任意 ye DM, 有 
TT” (y) = tam). 
因为 TM(y) e D(T), H TM 定义 中 (iii), 有 
TTT” (y) = T™ (y) — way (T (0). 
由 TX 定义 中 (ü), 得 | 


另 一 方面 , 由 于 N(T) X Chebyshev FAE, 应 用 推论 1.2.11, X T~ (y) € D(T), 
有 
T™ (y) = TW T” (9)) + £2, T2 € F<1Y(N(T) ). 
H (4.8.1), 4$ TM (y) = zz € C(T). $88] T : C(T) > R(T) 为 一 一 到 上 映射 ， 
H Yy € DM, nam) e R(T). H (4.3.1), 有 


T” (y) = (Tle) ` Tae (u) = T” (u), y € DM. 


W D(TM) = DM, 定理 得 证 . 口 

EH 4.3.2 X,Y 严格 凸 Banach 空间 , T € L(X,Y) 为 线性 算 子 , N(T), R(T) 
分 别 为 XY 中 的 迫近 子 空间 ， 又 设 DM = R(T)+Fy (R(T)+). 如 果 D(T) = 
N(T)+CO(T), 其 中 C(T) = D(T) n ECONOGI)L) TM : DM 一 D(T) 为 齐 性 算 
子 ， 则 下 述 命 题 等 价 

(1) TM 为 了 的 Moore-Penrose 度量 广义 道 ; 

(2) 对 任意 ye DM, zo = TM (y) 为 T(z) = y ËJ Sr OB r EF; 
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(3) 对 任意 ye DM, zo = TM (y) 为 度量 投影 方程 
T(x) = tam) 
的 最 小 范 数 解 ， 即 Vy e DM, 有 
T” (y) = z(T' lmay (u) : 0). 
证 明 (1)=(2) É TM : DM 一 DT) 为 工 的 度量 广义 逆 . 对 任意 ye DM, W 
xo = TM (y) € D(T). h TM 的 定义 中 (iv), 
T(zo) = TT“ (y) = ta). 
于 是 maan) € R(T). 
对 任意 z € D(T), HA T(x) € R(T), 有 
ly — T'(zo)|| = lly - ram WH < lly — Tœ), 


即 zo 为 T(z) = y 的 极 值 解 . 
对 任意 z e D(T) 满足 T(z) = tapt), 有 


zo —z € N(T), (4.3.2) 
于 是 由 TM 定义 中 (i 5 (ïi), 得 到 
xo = T™ (y) = TTT” (y) = T”T (zo) = zo — nry (20), 


因此 reary(zo) = 0. 因为 N(T) 28 X 中 Chebyshev 子 空间 ,由 推论 1.2.11, zo 有 唯 
一 分 解 
£o = na Zo) + £2 = T2 € FZ (N(T)*), 
于 是 
Fx (zo) N N(T)— Z Ø. 

取 zš € Fx(zo) N N(T)+, 由 (4.3.2), (zú, xo — z) = 0 H vz € D(T), T(x) = 

rij(y). 于是， 由 Fx 的 定义 ， 有 
zol? = (z0, zo) = (z0, z) < lzollllzll. 

注意 到 ||zo|| = jzell, 得 到 ||z=o|| < lizll, B. T(z) = mga (u), 因此 zo = T™ (y) 为 
T(z) = 的 最 佳 通 近 解 . 

(2)=> (3). 显然 . 

(3)=>(1). BE vy € DM, zo = TM (y) 为 算 子 方程 了 (z) = z(u) 的 最 小 范 数 
解 ， 由 度量 投影 的 定义 及 XX 的 严格 凸 性 ， 有 


T™ (y) = x(T-! na) : 0), (4.3.3) 
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其 中 7T maa) = (z € D(T): T(z) = ramt) 
下 面 证 T'M 满足 定义 4.3.1 中 (i)— (iv). 
对 任意 ye DM, 由 (4.3.3), A T” (y) € T masay (u), 于 是 
TT” (y) = tarl). (4.3.4) 
由 此 ，vz € DT) 有 
TT™T (x) = TR T (z)) = T(x), 
H vy € DM, A 
TMTT™ = x(T-ix 


TR U y) : 0) 


= z(T “Ta (9) : 0) 
= T™ (y). 


定义 4.3.1 (i), G) 为 真 . 

因为 D(T) = N(T)+C(T), 其 中 C(T) = D(T)n Fx (N(T)+). 由 定理 4.3.1 T 
有 唯一 的 Moore-Penrose 度量 广义 道 ， 从 而 N(T) 与 R(T) g Chebyshev 子 空间 . 
vz € D(T), z 有 唯一 分 解 


2 一 TET?) + T2, (4.3.5) 
其 中 nET) € N(T), T2 € C(T). 于 是 T(x) = T (z2), BU z2 = TIT (x) = fz = 
D(T) : T(z) = T(z)). 
对 任意 xı € TOT (£), #f zí — z> € N(T). JX zo = z1 — z2, JI] £1 = zo + z> H. 
zo € N(T). 因为 z2 € C(T) c FZ(N(T)+), BẸ 
Fx (z2) N N(T)+ = Ø. 
可 选 r3 € Fx(z2) O N(T)+, H Fx 的 定义 有 
(£3, T1) = (T3, To) + (T3, T2) 
= (z2, zo) = ||z2||2 = llz2ll?, 
于 是 |z? < ležel = Jz>əllazil, 由 此 得 到 za] < Jail. 换言之 有 x2 € 
P(T-1T(z) :0 由 X 的 严格 凸 性 及 (4.3.3) 式 ， 得 
T° = TT-IT(z) (0) = TMT(z). 
于 是 由 (4.3.5) 式 ， 得 到 : Vz e D(T), 
TMT(z) = T? = (IDT) — nary) 2). 


Ke, TM 定义 中 (ii) 为 真 . 由 (4.3.3). TM 的 齐 性 算 子 , 故 T~ 恰 为 了 的 Moore- 
Penrose EHS X. 口 
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线性 算 子 T 的 Moore-Penrose 度量 广义 逆 TM 一 般 为 非 线性 算 子 ， 因 而 其 连 
续 性 不 是 显而易见 的 问题 . 

定理 4.3.3 12 X,Y 自 反 严格 山 Banach 20, HRA H 性 质 ，T e L(X,Y) 
为 笛 定 线性 算 子 . 记 OT) = D(T) n Fç (N(D-) 与 DM = R(T)FF71N(T)!) 
FTE T WEZ Moore-Penrose 度量 广义 道 TM : DM 一 O(T), 满足 R(T) c DM 
E N(T) c D(T), 当 且 仅 当 

ü) T SIR +, 

(ü) R(T) 为 闭 的 

证 明 必要 性 . 假定 存在 T 的 连续 的 Moore-Penrose 度量 广义 逆 TM 使 得 
R(T) c DM R. N(T) c D(T). 

对 任意 的 ye R(T) c DM, H TM 的 定义 ， 有 

y = === (u) = TT™ (4) € R(T), 
因此 ， R(T) = R(T), 即 R(T) XAH. 

下 证 了 为 财 算 子 . 

设 {zn} C D(T), zn > zo € X, T(z,) — uo € Y (n — œ). W yn = T (zn), 则 
(ua) C R(T) 且 yn > yo (n 一 œ). 由 R(T) 的 闭 性 ，yo € R(T) c DM. H T™ ËJ 
连续 性 ， 得 到 

z' := T™ (yn) > T™ (yo) =: Yo, n—> oo. 
因为 工 的 Moore-Penrose 度量 广义 道 TM 存在 , 故 N(T) 为 X 的 Chebyshev FÈ 


j, E. 
D(T) = D(T)+C(T), (4.3.6) 


其 中 C(T) = D(T) n Fx1(N(T)+). 
对 于 zw € D(T), 由 推论 1.2.11, 有 分 解 


Zn = Nr (Tn) + Ên- (4.3.7) 


由 引 理 4.2.1 及 (4.3.6), 知 ry (za) € N(T), ĉn € C(T)(n = 1,2,.…). 
由 引 理 4.1.1, T Æ CT) 上 的 限制 Tlcom 为 从 CT) 到 R(T) 的 一 一 到 上 的 算 
子 . 由 (4.3.7), 有 


Yn = T(zn)= T(n) = Tlo (és), n= 1,2,. 
男 一 方面 ， 有 
Yn = TR (Yn) = TT” (yn) = T(z,) = T|oay (2), n= 1,2,. 
[H 了 cr 的 单 射 性 ， 有 r, = ên (m = 1,2,…), 因此 


Ên = T” (yn) 下 £o = T™ (y0), n — OO, (4.3.8) 


m — ü O T 


H z) e C(T). 由 (4.38.7) É (4.38.8), 有 
nyy Zn) = Tn — Ên — To 一 T™ (yo), n 一 oo. 
因为 MNT (Tn) € N(T) (n = 1,2,- 。 `), 则 


xo — T™ fyo) € N(T). 


H £ = zo — TM (yo), MJ zo = ê + T™ (yo), $ € N(T) B. T™ (yo) € C(T). 由 条 件 
N(T) c D(T), NH zo € D(T). 
在 (4.3.7) 中 以 zo 代 zn, 由 分 解 式 唯 一 性 ， 得 
zo = rw (zo) + T* (yo), 


其 中 TW Zo) € N(T), 于 是 


T(zo) = TT” (y0) = ri (yo) = yo. 


KH, T 为 闭 算 子 . | 

充分 性 . 设 T 为 具有 闭 值 域 的 稠 定 的 闭 线性 算 子 ， 则 N(T) = N(T) c D(T) 
H R(T) = R(T) c DM. 由 于 X,Y 均 为 自 反 严格 凸 Banach 空间 ， 由 推论 4.2.1, T 
的 Moore-Penrose $S X% TM 存在 ， 下 证 TM 为 连续 的 . 

由 定理 4.3.2, 4: Yy € DM, 


T” (y) = n(T nam (9) : 0). (4.3.9) 
WWE TY HETE, WE: 
(i) 对 于 {yn} C DM, yo € DM, yn > uo, A 
TaT Un) > nRa) n — oo. 
(ü) 对 任意 yn € R(T) (n = 0,1,2,…) 满足 yn > uo (n 一 co), 有 
fr(T (yn): 0) > n(T (uo): 0), n — oo. 


因为 空间 Y 为 自 反 严格 凸 的 ， 具 有 H TEB, 由 [Sijp.47, 推论 47, 知 G) 为 真 . 
下 证 (ii). 在 D(T) 上 引入 图 像 范 数 


lzllom = llz|| + |IT'(z)||, z € D(T), 


则 (D(T), ||: llom) =: DT) 为 Banach 空间 .类 似 定理 4.1.4 中 (4.1.15) 式 , 在 
R(T) LE X12688: vy € R(T), 有 


ply) = infí||||pery : z € T7 (y)}. 
用 定理 4.1.4 中 同样 的 证 明 ， 知 pO) 为 R(T) EWER A. 
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下 证 : Vy E R(T), 有 
ply) = IIT* llor). (4.3.10) 


事实 上 ， 对 任意 ye R(T), TM (y) e THy), 且 对 任意 的 z e T- i(y), 由 定理 
4.3.2 中 (3), 有 IT (w) < zl B. T(z) = v, FÆ 


IT Ollo = IT U + ITT o)l 
= |T™ (wy) + llyl 
< jz + IIT (£) 
= |zll pm) 
因此 ， 对 ye R(T), 有 
ITU) llom = inf{llzllpen) : z € T7 (y)} = ply). 
设 {Yn} C R(T) (n= 0,1,2,--), Yn — Yo (n 一 oo), 有 
[TNX (yr)lper) = p(yn) > p(uo) = TY™ (volor n — oo. 
H lllo 的 定义 及 yn 一 yo (n 一 œ), 得 
[TX y= IT yo n — eo. (4.3.11) 
注意 到 TM lyn) = z(T-l(y,) :0) (n = 0,1,2,:…), 令 zn = n(T + (yn) : 0) (n = 


0, 1, 2,.…. ), 则 
leal = lzoll, n — o. (4.3.12) 


因为 空间 X 具有 HHR, HWE z, 一 zo (n 一 œ), 仅 需 证 
tato, n 一 oo. (4.3.13) 


假如 (4.3.13) FA. 因为 X 为 自 反 Banach 空间 ， {zn} 为 X 中 有 界 列 ， 从 而 有 
{zn} 的 子 列 ， 不 妨 仍 用 原 记 号 ， 使 得 


tn ,to Æ zo, 7 一 o. (4.3.14) 


因为 D(T) = X, X 5Y 为 自 反 的 Banach 空间 ， 了 ñJ3tE$u f T* 存在 ， 且 
为 稠 定 的 闭 线性 算 子 ， DT*) =Y*, T = T*. 对 任意 的 w* e D(T*), 有 
(w*, Yn) = (w*, T(£n)) = (T*(w*), Tn), n=0,1,2,... 
< n 一 œ, 得 到 
(w*, Yo) = (T*(w*), £0), 
其 中 yn > yo (n 一 œ). 另 一 方面 ， 又 有 
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(w*, go) = (w*, T(zo)) = (T*(w*), zo): 


于 是 vw* < D(T*), 有 
(T*(w*), To 一 To) = 0. 


应 用 Banach 闭 值 域 定理 (W, [Yo]), 有 

ĉo — zo € R(T*)+ = N(T), 
因此 了 (2o) = T(zo). 换言之 ， 有 

ĉo € TT (zo) = T7! (y0). 
AAW E TFE, H (4.3.12) K (4.3.14), 得 


lêol| < lim lznll = lim lznll = lzoll. 
因为 X 为 严格 凸 空间 ， Ty) 为 X 中 闭 凸 子 集 ， 从 而 为 Chebyshev FÆ. W 
此 ， £o = z(T-l(yo): 0) = zo. 这 与 (4.3.14) 矛盾 . 因此 (4.3.13) 为 真 . 口 


84.4 ”度量 右 逆 与 度量 左 逆 
度量 右 逆 与 度量 左 逆 是 度量 广义 逆 的 两 种 重要 的 特例 . 分别 与 最 小 范 数 解 与 
BERAR. 
1. ER iz 


定义 4.4.1 设 XY 为 Banach Z0, T e L(X,Y) 为 线性 算 子 . 如果 N (T) 
为 X 的 迫近 子 空间 ， 齐 性 集 值 映射 Te :了 一 DT) 满足 : 


(i) TT? = Iy; 
(ii) TT = Inr) 一 Pa 
则 称 T? 为 了 的 集 值 度 基 右 逆 . 
如 果 N(T) X X 的 Chebyshev 子 空间 ， 齐 性 算 子 TM :Y 一 D(T) W E: 
(i) TTM = Íy; 
(i)’ TMT = IDT) 一 Ta 
则 称 为 工 的 度量 右 逆 . 


定理 4.4.1 设 X,Y 为 Banach 空间 , X HR, T e L(X,Y) 为 稠 定 的 闭 线 
HAT, RA X 上 的 有 界线 性 算 子 ， 则 T 为 满 射 当 旦 仅 当 工 有 和 集 值 度量 右 逆 TO, 
此 时 

TÊ (y) = P(T (y): 0), y € Y. 

证 明 必要 性 . 设 T 为 满 射 ， 即 R(T) = Y. vy € Y, Ti(y) = (z € D(T): 
T(z) = 好 为 X 中 的 闭 凸 集 . 因 X BZ, i Ty) 为 和 中 的 迫近 集 . 因此 ， 
P(T: (y) : 0) Z Ø. E X 
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T? (y) = P(T! (y) : 0), y € Y. 


Xİ y € Y, £R x € TÊ (y), & z ET- (y), 从 而 T(x) = y. 因此 TT?(y) = Iy. 
X Yz € D(T), T(x) € Y, 从 而 


TT (x) = P(TTIT (x) : 0) = P(z + N(x) : 0). 


由 (4.1.9) R, # 
TT (x) = (Tp(z) 一 PN(T))(7). 


因此 TŠ 为 了 的 集 值 度量 右 道 . 
充分 性 ， 设 存 在 工 的 集 值 度量 右 道 Te : Y 一 D(T), W| Vy €Y, X z eT? (y), 
有 T(x) e TT? (y) = {y}. 因此 ，T(z) =y, BT HWS. 口 


定理 4.4.2 iX X,Y 为 Banach 空间 ，X KR. TeLX,Y) WB E BJP Zo 
性 算 子 或 为 定义 在 X 上 的 有 界线 性 算 子 . WET 为 满 射 ， 则 T 的 集 值 度量 右 逆 
T? 可 表示 为 
T? = Fẹ'T*(TFZT*) l AT}. 


"4 X 目 反 、 光 滑 、 严 格 凸 时 ， 有 
TM 一 FITY(TFX TY ) 1. 
当 X 28 Hilbert ZW, Hit X = X* 时 ， 有 
T = T*(TT*)?, 
这 里 2⁄2 T HRWAT. 
证 明 (i) 因为 了 为 满 射 ， 由 定理 44.1, TP 存在 ， 且 Yye Y, 有 
T (y) = P(T} (g) : 0). 
Vzo € TÊ (y) = P(T! (y) : 0), 由 定理 1.2.7, 存在 z1 € Fx(0 — zo) = —Fx (zo), 满足 
(zt,zo — z) > 0, Yx € T7! (y). 
取 rë = —z*, I zŠ € Fx(zo), E. 
(xt, ro — z) <0, Vz eT! (y). (4.4.1) 
对 任意 的 ve N(T), zo — u € T~! (y), 由 (4.4.1), LA zo — v {Ñ z £ (så, v) < 
0, Vu € N(T). 再 由 N(T) 的 线性 知 
rë € N(T)+ c X*. 
因为 了 为 稠 定 的 闭 线性 算 子 或 定义 在 X 上 的 有 界线 性 算 子 ， 从 而 T HY 


算 子 有 和 定义. 因 R(T) = Y, H Banach 闭 值 域 定理 ， 有 N(T) = R(T*), 从 而 存在 
yt € Y*, 使 得 r = T* (y). 又 因为 zo € Fz (x8), 从 而 
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zo € Fç !T*(uü), (4.4.2) 


于 是 ， 得 到 
y = T(zo) € T Fx IT” (u): 


由 集 值 映射 的 道 映射 的 定义 ， 有 
yo € (TFx T*) > (y). (4.4.3) 
结合 (4.4.2) 5 (4.4.3), 得 
zo € Fe 1T*(T FPS IT) *(y). 
由 于 7T2(y) c Ty), 从 而 有 
TP (y) C FxYT*(TFy'T*) (y) O T (y) 
= (Fe IT*(T Fç T*) l NT)(y), y € Y. (4.4.4) 
反之 ， Yro € FZ'T*(TFZ'T* Hy) n Ty), 不 失 一 般 性 ， 设 zo Z 0, 选 
ye € (TFZ'T*;) (y), 使 得 zo € Fç T* (y) H. T (zo) = y. 


W z: = T*(yë) € R(T*) = N(T)+, 则 z € Fx(zo) N N(T)+. 从 而 对 任意 
z€ T! (y), 有 zo 一 x € N(T). 由 对 偶 映 射 Fx 的 定义 ， 有 


zol” = (£8, zo) = (zü; zo — z) + (£8, 7) 
= (z0, 2) < |lzoll||=li. 
因此 ， 有 lizol] < lell, Vz € T-1(y). 于 是 zo € P(T- (y) : 0) = T? (y), BP 
FZ'T*(TFZ'T*) (y) Q T (y) c TP (y). (4.4.5) 
综合 (4.4.4) 5 (4.4.5) 有 
T? = Fz 'T*(TFZT*) nT}. 

(ü) # X 为 自 反 、 光 滑 、 严 格 凸 的 Banach 空间 ， 则 Fx 及 Fy! = Fx+ 为 

一 一 到 上 的 映射 . 因为 T 为 满 射 , 故 T 的 度量 右 逆 T 存在 . 由 G) 只 需 证 : 


TFZ1T* : D(T*) 一 了 为 一 一 到 上 的 映射 . 
假设 yi y E D(T*) 满足 


TFx'T*(yi) = TFX T" (43), 
则 
(Fx IT) 一 及 (的 ) T* (gt) — T* (82) 
= (TFx T”(y) — TFx T*(y3), yi — 92) 
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= 0. 


由 于 X* 为 严格 凸 的 ， 且 Fç! = Fx, 由 定理 1.2.4, Pr 为 严格 单调 的 或 单 射 ， 从 
而 
T* (yi) = T* (yò). 
vy € Y, A T HWI, A ze D(T) IE y= T(x), 从 而 
(Yi — Y2, Y) = (YI — Y2» T(z)) 
= (T* (yi) — T* (y2), 2) 
= 0, 
因而 yt = y3, B TFx'T* 为 单 射 . 
AIHER y € Y, # TM (y) = "(TT1(y) : 0), 从 而 由 定理 1.2.8 中 (1)@ (5), 有 
ri € Fx (0 — TM (y)) = —Fx (T (y)), 
(zi, T~ (y) — z) > 0, Yz € T 1(7). 
用 类 似 (4.4.1) 与 (4.4.2) 的 证 明 ， 得 到 8 D(T*). 使 得 
TX(y) = Fx T* (yò), (4.4.6) 
从 而 
y = TT} (y) = TFZ'T* (yò), 
即 Pr 7* 为 满 射 . 


H (i), 得 

TM = FZ'T* (TF T*y +. 
(iii) E X = X*, 故 Fx = L. 从 而 由 (ü) 得 到 (ii). m 
2. 度量 左 逆 


定义 4.4.2 i X,Y 为 Banach Xj, T € L(X,Y) 为 线性 算 子 . 如果 R(T) 
为 了 中 的 迫近 子 空间 ， 且 存在 齐 性 集 值 映射 TP : DY 一 DT) 满足 

(i) TPT 一 IDT); 

(ü) TTP = Pay Æ DM E, 
则 称 TP 为 集 值 度量 左 道 ， 其 中 DM = R(T)+Fx`(R(T)`). 

如 果 R(T) 为 了 中 Chebyshev 子 空间 ， 存 在 齐 性 算 子 TM : DY 一 D(T) 满足 

G) TMT = Iper); 

(ü) TTF = ra Æ DM E, 
则 称 TA 为 了 的 度量 左 逆 . 

定理 4.4.3 设 X,Y 为 Banach 空间 ， 且 Te L(X, Y) REAT, RIT) 为 
Chebyshev 子 空间 ， 则 存在 了 的 度量 左 逆 TY 当 且 仅 当 了 为 单 射 ， 此 时 
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T” (g) =T- rng, YED“. 


证 明 必要 性 . 设 £1, T2 € D(T), T (zı) = T'(z>), 由 定义 4.4.2 中 (i). 


Ti =IÐ(T) (x1) = TMT(z1) 
=TMT (z2) = IDT) (£2) = T2. 


即 了 为 单 射 . 


充分 性 . THAY, N T: R(T) 一 D(T) 为 单 值 算 子 . 


因 R(T) 为 了 的 Chebyshev 子 空间 ， 由 推论 1.2.11, Vy e DM, 有 唯一 分 解 : 


y = tam (Y) + Y2, Y2 € Fy (R(T)>). 
另 一 方面 ， 由 DM 的 定义 有 ， 
u= +U w € R(T), yı € Fy'(R(T)`). 
从 而 rezj(y) = wo € R(T). 于 是 可 定义 
T#(y) := T ngm), ú € D". 
首先 ， Vz e D(T), 
TT (z) = T nrg (T'(z)) = z. 
BJ T#T = Ip) X. Vy e DM, A 
TT” (u) = ram lY), 


即 TT# = npr 因此 T# 为 了 的 度量 左 北 
BTM 为 的 任 一 度量 左 逆 , N vy e DM, 有 


TT (y) = xs (Y) = TT (y). 


RT) 
由 于 了 为 单 射 ， 故 
T (y) = T# (y) = T nae (Y). 
因此 
T 一 TTE 


定理 4.4.4 设 XY 为 Banach 空 间 , HY 自 反 、 光滑 、 严 格 凸 . 


口 


T e L(X,Y) 


为 稠 定 的 闭 线性 算 子 或 定义 在 XX 上 的 有 界线 性 算 子 . 如 果 了 为 单 射 , H R(T) W, 


则 vy € Y, 存在 zy € Fe1(N(T*)), 满足 
Ti“ (y) = (T* Fy T) TFY (zy + y). 
特别 ， 当 Y 为 Hilbert 空间 时 ， 


TÜM = (T* Fy T) 1T* Fy. 
如 令 Y* = Y, 则 TM = (T*T)T*. 
证 明 易 知 DM =Y, B.H EBE 4.4.3, Vu € Y, # 
T (y) = TTR) (y). 
从 而 TTŽ (y) = nry) 由 定理 1.2.9, 
Fy (TT (y) — y) N R(T) Z Ø. 
由 于 R(T) = N(T*), P y* € Fy (TT (y) — u) Q N(T*), 从 而 
TT” (y) € Fy (N(T”)) +y. 


选 £y € Fy (N(T*)), 使 
TT (y) = Ty + y. 


于 是 
T*FyT'TM (g) = T* Fy (zv + t). 


我 们 首先 断言 : 
T*FyT : D(T) > R(T*) c X* (4.4.7) 


为 一 一 到 上 的 映射 ， 于 是 
TM (y) = (T*Fy T) !T*Fy (zy +y). 
为 证 T*FyT 为 双 射 ， 首 先 设 r1, z2 € D(T), 使 
T*FyT(zi) = T*FyT (zo), 

则 

(FyT(7z1) — FyT (z2), T(z1) — T (z2)) 

= (TFyT(z1) — T* FyT'(z2), £1 — zə) = 0. 
H Y 的 严格 凸 性 ， 知 Fy 为 严格 单调 的 ， 从 而 
T(z1) = T (zo). 


XIN T 为 单 射 ， 故 zí = ar 于 是 T*FyT 为 单 射 . 

对 于 z* € R(T*) C X*, 定义 f(y) = (z*, T-1(u)), y € R(T). 因 R(T) W, 
T 为 单 射 ， 从 而 由 闭 图 像 定 理 或 逆 算 子 定理 ， T: R(T) 一 DT) 为 有 界线 性 算 
子 ， 因 此 f(y) 为 R(T) LEARRA. 由 Hahn-Banach 定理 ， 将 其 保 范 延 拓 到 
Y 上 ， 从 而 存在 y* e Y*, 使 


(u"a) = (z*,T (9)), Yy € R(T). 
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于 是 
(T°,7) = Q" T(z)), Vz € D(T). 


因此 ，y* 8 D(T*), B. z* = T*(y*). 8 
(T*) = (æ*) = {y* € Y* : T*(y*) = z*). 


AT 为 稠 定 的 闭 线性 算 子 或 定义 在 Y* 上 的 有 界线 性 算 子 是 R(T*) W, WJ (T*) 1(z*) 
为 Y* 中 闭 凸 集 . 
因为 Y* 也 是 自 反 、 光 滑 、 严 格 凸 的 Banach 空间 , 从 而 唯一 存在 外 e (T*) (zh)， 
使 
| 由 | = min(||y*|| : y* € (T*) 1 (z*))- 
用 类 似 定 理 4.4.2 中 (4.4.1) 到 (4.4.2) 的 证 明 ， 以 T* yò y Ful Cr T. 
zo. x, 可 知 : 存在 yo € (N(T*)) 使 得 


yà = Fy yo. 


因为 Y 是 自 反 、 JH, h Banach 空间 , 故 Fy = Fy. 由 Banach 闭 值 域 定理 ， 
(N(T*))+ = R(T**) = R(T), FÆ vo € R(T), 因而 存在 z € D(T), {Ë yo = T(£), 从 
而 
yo = Fy T (z), 
TE 
z* = T* (yg) = T*FyT (x). 

因此 ， T*FyT 为 满 射 . 

综合 上 述 ， T*FyT : D(T) 一 R(T*) 为 一 一 到 上 的 映射 . 口 


[T 释 】 

1 X, Y 为 Banach 空间 , Tr = y HATH, HPT e L(X,Y). 当 N(T) Z (0) 
或 y 4 RIT), 为 讨论 其 最 佳 允 近 解 , 无论 是 T 的 线性 余 投 影 广义 道 , 还 是 工 的 Drazin 
广义 道 均 不 能 解决 这 一 问题 . 因此 应 该 引入 度量 广义 逆 . 由 于 度量 广义 道 一 般 为 非 
线性 的 ， 且 与 空间 几何 性 质 有 关 ， 故 研究 起 来 须 用 不 同 的 方法 . Holmes™! 首先 
开始 研究 度量 广义 道 . 

84.1 1974 年 ，M. Z. Nashed 5 G. R. VotrubalN V] 提出 研究 集 值 度量 广义 道 
单 值 选 择 的 建议 . 王 玉 文 ， 潘 少 荣 W] 给 出 有 界 齐 性 选择 的 条 件 ， 定 理 4.1.4 取 
B [WP2]. 定理 4.1.3 及 定理 4.1.5 取 自 王 玉 文 ， 郑 文 唱 的 待 发 表 论 文 . 

64.2 曾 远 荣 (Y.Y.Tseng) 为 Hilbert 空间 中 线性 算 子 (不 需 有 界 ) 引入 Tseng 
UŠ. EEX, KFE Banach 空间 中 引入 Tseng 度量 广义 逆 的 定义 ， 并 给 出 
存在 性 的 判 据 . 定理 4.2.1 取 自 [WJ], 最 大 的 Tseng J] XÁ Moore-Penrose 度量 
广义 道 . 


84.4 JEFE HW Ej BEF ate 2 . 147 . 


84.3 王 玉 文 ， 李 志 伟 首先 研究 Banach 空间 中 Moore-Penrose 度量 广义 道 . 
定理 4.4.2 RÄ [WL], mE, EEX WW 系统 深入 地 研究 了 Moore-Penrose 度 
量 广 义 道 ， 定 义 4.3.1 及 主要 定理 4.3.3, 取 自 [WhW]. 

84.4 本 节 内 容 取 目 王 玉 文 ， 王 辉 ， 王 润 杰 的 论文 [WWW], 推广 了 王 玉 文 在 
1989 年 的 研究 工作 [Wal 及 J. P. Aubin 的 相应 结果 ( 见 [Wal] 的 参考 文献 ). 

度量 广义 逆 扰 动 的 稳定 性 ,连续 性 , 集 值 度量 广义 道 的 连续 选择 等 问题 均 有 待 
进一步 研究 . 
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Ë X, Y X Banach 空间 , T e L(X, Y) 为 线性 算 子 . T 的 线性 斜 投影 广义 道 ， 
单 值 度 其 广义 道 均 为 齐 性 算 子 .本 章 首 先 利 用 拟 线性 投影 算 子 给 出 T 的 齐 性 广义 
道 的 统一 定义 ， 及 存在 性 的 统一 判 据 ( 见 [WL]). 

其 次 对 于 从 X 到 Y 的 多 值 线性 算 子 M, 为 讨论 线性 包含 ye Mz) K RIEA 
近 解 ， 本 章 利用 度量 投影 算 子 讨论 M 的 度量 广义 逆 ， 并 应 用 于 线性 包含 最 佳 逼近 
解 问题 ( 见 [WL], [LN1]). RE, XF X, Y HA Hilbert 空间 的 情形 ， 讨 论 约束 最 
小 化 问题 及 其 在 奇异 最 优 控 制 中 的 应 用 ( 见 [LN2]). 
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定义 5.1.1 设 TeL(X,Y) AA X #I| Y 的 线性 算 子 ，N(T), R(T) 分 别 为 工 
的 零 空间 与 值 域 . 如果 存在 分 别 从 X, Y 到 N(T), RT) 上 的 有 界 拟 线性 投影 算 子 
Sy 与 Sam 且 存 在 从 了 到 X 的 齐 性 算 子 Th 满足 R(T) c D(T*) K 

(ü) TT =T, Æ D(T) E; 

(i) ThTTh = Th Æ D(T*) E; 

(iii) T*T = Ipm) -Sa 在 D(T) E; 

(iv) TT* = Sgr 在 D(T*) E, 

则 T PRAH Moore-Penrose 齐 性 广义 道 . 

如 果 TT* = Iy, T’T = Ipu) — Sway T D(T) E, 则 称 Th 为 齐 性 投影 右 逆 ， 
如 果 ThT = Inm) F D(T) E, TTh = Sgm 于 D(T*) 上 ， 则 称 Th 为 齐 性 投影 
Z. . 

定理 5.1.1 IE T e L(X,Y) XA X IY 的 线性 算 子 . 存在 开 的 从 工 到 式 
的 Moore-Penrose 齐 性 广义 道 Th, 当 且 仅 当 存在 分 别 从 X, 了 到 N(T), R(T) 上 的 
有 界 拟 线性 投影 算 子 Syry 与 Sar 及 齐 性 集合 D(T*), 满足 R(T) c D(T*), H 


D(T*) c R(T) + Sr (0), (5.1.1) 
D(T) = N(T) + O (T), (5.1.2) 


这 里 C(T) = D(T)n Sgr O). 
证 明 必要 性 . 设 Th 为 工 的 从 了 到 X BJ Moore-Penrose 齐 性 广义 道 ， 则 
D(T™) 为 齐 性 集 且 R(T) c D(T™), 同时 存在 有 界 拟 线性 投影 算 子 Sor 与 Saary 
对 任意 ye D(T*), 由 定义 5.1.1 有 
Sry (Y) = TT (y) € R(T). 
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H SRY 的 拟 可 加 性 ， 得 
San (Y — Sam (Y)) = Sa (u) — Sam Y) = 6, 
从 而 
y- SFr) (U) € S= O) 
于 是 
y = SR Y) + (y — Sary (人 )) € R(T) + Sr (0). 
但 由 Sa 的 等 等 性 及 拟 可 加 性 ， 知 R(T) n S-— Sar = (0), 因此 


R(T) R(T) 
D(T'h) c R(T)+S r (0), 
(5.1.1) 为 真 . 
对 任意 的 ze D(T),TT*T(z) = T(x), Am TT (x) e D(T), 再 由 定义 5.1.1(iii)， 
有 
Syry (z) = z — TT (z) € D(T). 
于 是 由 了 的 线性 ， 有 
TINT (z)) = T(x — T*T(z)) 
= T(x) — TT*T (x) 
= 0. 
因此 ， 有 


SNT (z) € N(T),z € D(T). 
H SCD 的 拟 可 加 性 ， 有 
SNT (£ — SRT (z)) = ONT (z) — ONT (z) = 0. 
由 此 导出 
T= Saey (2) + (z — Saen (7)) € N(T) + C(T), 
这 里 C(T) = SFT (NDT), EBRE N(T)nC(T) — C(T) = {0}, 于 是 
D(T) = N(T)+C(T), 

故 (5.1.2) JA. 

充分 性 . 设 (5.1.1), (5.1.2) 为 真 ， 且 集合 D(Th) 满足 R(T) c D(T*). 

首先 证 : T: C(T) 一 R(T) 为 一 对 一 的 . 

设 zi, z2 € CO(T) 满足 T(z1) = T(z2), W| zı — z2 € N(T) H SNT (zi) = 
SKS (zi) = 0. 假如 zl Z x2, 注意 0e N(T), zi —zə € N(T)M 0) E zi, zo € C(T), 
有 


zı = 0 + z, = (zı — T2) + T°. (5.1.3) 


这 与 (5.1.2) AFE. 因此 zi = z>, BI T 为 一 对 一 的 . 
ETERS CT) 上 的 限制 Tem) 为 To. 由 于 OT) 为 齐 性 集合 , BH > ecT), 
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和 ER, 有 Mz eC(T),T: D(T) 一 R(T) 为 线性 算 子 ， 则 Tç ': R(T) > C(T) 为 齐 
性 算 子 . 
定义 映射 T* : D(T*) > D(T) 如 下 : 对 于 ye D(Th) c R(T)+S=- (0) AE 


R(T) 
一 分 解 y = yı + y2, yı € R(T), y2 € SHT (0), 定义 


T™(y) = Tç ` (m). (5.1.4) 
由 Sar 的 拟 可 加 性 ， 并 注意 到 Sa (u2) = 0, 有 
Saa Y) = Sary (⁄ 十 22) 
= yı + Sgr (92) = tn € R(T). (5.1.5) 
综合 (5.1.4), (5.1.5), 有 
T (g) = To SR (Y) y € C(T). (5.1.6) 
M) T” : D(T™) > C(T) 为 齐 性 算 子 . 
对 于 ye D(T*), 由 (5.1.6) 有 
TT” (y) = TT Sar (U) = Sa (u), 


即 在 D(T*) L, # 
TT” = Sar: (5.1.7) 


再 由 SR 的 等 知性 ,对 ye D(T*) 有 
TTT" (y) = T" Sa (U) 
= To SR (9) 
= To Sier (Y) 
= T” (y), 


即 在 D(T*) E, # 
ThpTh = Th. (5.1.8) 


对 于 ze D(T), (5.1.2) AH z 有 了 唯一 分 解 : 
T = SNT) (x) + T2, 
这 里 Saen (z) € N(T), z2 € C(T). 于 是 
T*T (z) = TT (Sery (z) + z2) 
= T'T'(z2) = To ` SzgepyT'(z2) 
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= T° = (IDT) 一 Sam) (2), 


即 在 D(T) 上 


同时 ， 对 上 面 的 z, 有 
TThT (z) = T(z 一 SNT (z)) = T(z), 
在 D(T) E, XA 
TT*T = T. (5.1.10) 


综合 (5.1.8)~(5.1.10), Th 为 了 的 Moore-Penrose 齐 次 广义 道 . 口 
定理 5.1.2 T e L(X, Y) 为 线性 算 子 . 
O 工 有 齐 性 投影 右 逆 当 且 仅 当 T 为 满 射 ， 且 存在 有 界 拟 线性 投影 算 子 Sç 
满足 
D(T) = N(T)+C(T), (5.1.11) 
这 里 C(T) = D(T) A STT (0). 
(i) T fq FFERE Se Zi 4 HV T HAH, 且 存 在 有 界 拟 线 性 投影 算 子 SR 
及 齐 性 集 D(T*) 满足 
R(T) c D(T*) c R(T)+S T (0). (5.1.12) 
证 明 (i) 必要 性 . 设 Th 为 工 的 齐 性 投影 右 道 ， 由 定义 5.1.1, 存在 有 界 拟 线 
性 投影 算 子 Su 满足 TT* = Iy, T*T = Ip(r,) — SNT | 
对 任意 yeY, 有 TT"(y) =y, $ z = T” (y) € D(T), W = T(z), T HWAT. 
对 任意 ze D(T), H TT” = Iy # TThT'(z) = T(z), 从 而 T*T(z) € D(T), IN 
此 Sory (z) = z — ThpT(z) € N(T). 由 Say WWP MERRE, A (5.1.2) 
的 证 明 ， 有 
D(T) = N(T)+C(T), 
这 里 C(T) = D(T) "` SR (0). 
充分 性 . 设 了 为 满 射 , 存在 有 界 拟 线性 投影 算 子 SET 满足 (5.1.11). 类 似 定理 
5.1.1 WEH, To = Toca 为 从 C(T) 到 Y 上 的 一 对 一 齐 性 算 子 . To: Y — C(T) 
为 齐 性 算 子 . 定义 Th = T 1, WEZ TT = Iy. X} z e D(T), 由 (5.1.11) Ñ, 有 唯 
一 分 解 


£ = ST (z) +z> , £2 € C(T), 


这 里 Syry (z) € N(T), C(T) = D(T) N SFT 0. 


ThT'(z) = To 了 (SN (z) 十 Z2) 
一 TS YT'(z>) = T2 
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= (Inr) — Syep)(2), 
即 在 D(T) 上 
TT = Ibm) 一 SN 
7 "为 了 的 齐 次 投影 右 道 . 
(ii) 必要 性 . 设 T* 为 工 的 齐 性 投影 左 逆 , 则 DT) 为 齐 性 集 且 R(T) c D(T'), 
TAT = Ip), TT* = Sre: 


设 x1, zz € D(T) 满足 T(z1) = T'(z2) 则 
T(zl 一 zz) = 0. 
因为 T 为 齐 性 的 ， 则 
0 = Th(0) = T*T(z1 — z2) = zí — 12, 


即 Tı = T2, T 为 单 射 . 

对 于 任意 ye DT"), 有 Sry (u) = TT"(y) € R(T). 由 Sary 的 拟 可 加 性 与 
FFE, 8 

y = SHOT Y) + (u — Sary (9)) € R(T)+S= (0), 
即 
D(T'h) c R(T) 十 9 (0). 

充分 性 ,， 设 T 为 单 射 ， 且 存在 有 界 拟 线性 投影 算 子 Sarm 及 齐 性 集 D(7") W 

Æ (5.1.12). 


对 ye D(T*), 由 (5.1.12) 易 知 Sre (u) € R(T). 定义 
T” (y) = T Say (s), (5.1.13) 


XE T 1: R(T) > DT) 为 了 的 道 算 子 . 
ThT(z) = TSi (z) =x, xz € D(T), 
即 TT = Ipay. XX} y € D(Th), 有 
TT (y) = Sam (u), 

这 里 Th 为 TT 的 齐 性 投影 左 道 . 

定理 5.1.3 T c L(X,Y) 为 线性 算 子 ,假定 N(T) R(T) X Chebyshev 
子 空间 .又 设 T 存在 Morre-Penrose FYE X% Th. T? 恰 为 了 的 Moore-Penrose 
EE XAH 

(i) Spin (0) = Fx (N(T)+), 

(ü) Spin (0) = Ez! (R(T)*), 
这 里 Sn) Sr) DAA X, Y 到 N(T), R(T) 上 的 有 界 拟 线性 投影 算 子 . 

证 明 必要 性 . 设 Th 为 T 的 Moore-Penrose 度量 广义 道 ， 则 SN = TN(T)- 
SRT = TRT) 均 为 度量 投影 算 子 . 
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对 于 任意 z € Sre (0) = mg) (0), 则 an(s) = 0, 于 是 由 定理 1.2.9 有 
Fx(z — 0) n N(T)+ Z Ø. 
于 是 
rE€EFx NGI)-)= 志 EXFxODnNGI) -和 
BẸ 
Sair (0) C Fx (N (T>). (5.1.14) 


及 之 , 对 任意 z e Fx!1(N(T)+), 有 Fx(z-9NN(T)+ Z Ø. 再 次 应 用 定理 1.2.9， 
并 注意 到 N (T) X Chebyshev 子 空间 , 有 0 = rwtT)(z) = Sne (z), BH z € SNtr)(0)， 


因此 
Fx (NOT ) C Swen (8) (5.1.15) 
H (5.1.14), (5.1.15), 有 
SNtr)(0) = Fx (N (T)+). (5.1.16) 
同 理 ， 有 
Ska (0) = Fy (RCIT) )， (5.1.17) 


充分 性 . 假定 (5.1.16), (5.1.17) 为 真 . 对 zx e X, 因为 N(T) X Chebyshev +Z 
间 ， 由 推论 1.2.11, 存在 唯一 元 素 za € Fx!(N(T)+) = SNtn(9), 满足 


T = TN(T) (z) + T2. (5.1.18) 
H Snor 的 拟 可 加 性 ， 有 


le — Sne (s)|) = ||z — Snan (z) + z2)|| 
= |z — rN) (2) — Spin (22) 


= ||z — TN(T) (z)|!: 


因为 N(T) 为 Chebyshev 子 空间 ， 故 
SN(T)(7) = Tyr (t), z € X. 
， 由 条 件 Spin l? ) = Fy (R(T)+) 得 
Sri (y) = TRT (y) , y € Y. 
因此 ， 由 定义 5.1.1 及 定义 4.3.1, Th #8 Moore-Penrose 度量 广义 逆 . 口 
定理 5.1.4 设 X,Y 为 自 反 Banach ZH), T e L(X, Y) 为 具有 闭 值 域 R(T) 
的 笛 定 闭 线性 算 子 ， 则 一 定 存 在 T 的 Moore-Penrose 齐 性 广义 道 T”: Y 一 D(T). 
证 明 由 于 NN(T), R(T) 为 X,Y 中 闭 子 空间 ， 由 X,Y 的 目 反 性 ， 由 和 定理 1.3.3 
FE X SNT) E, Y 到 RT 上 的 有 界 拟 线 性 投影 算 子 Snr) 及 Sro. 因此 ， 
有 直 和 分解 
X = N(T)+S Kirn (0), 
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X = R(T)+S Rer (0), 
其 中 N(T) = R(Sne)), R(T) = R(Snen)). 
BE To X T E Shin (0) 上 的 限制 ， 则 To: SRtz)(0) > RT) 为 双 射 . 事实 上 ， 
对 任意 ye R(T), 存在 ze D(T), (E y = T (1). 将 z 分 解 为 
z = SN(n (z) + (I — SN(T))(X) = T1 + 22, 
其 中 人 1 € N(T), zo € San (O) 显然 
y = T(z2) = To(z2), 


To 为 满 射 . 
又 设 r1, T2 € Sy) (O). 使 To(z1) = To(z2), 从 而 x1 — z2 € N(T). 如果 zl Z z>, 
有 


xı = 0 + z1 = (x1 一 Z2) + 12, 


这 与 X = N(T)+Sye (0) F. 因此 zí = za, 即 T 为 单 射 ， 定 义 
T*(y) = To Sr (y), v € Y, 


则 易 知 T* H T ËJ Moore-Perose 齐 性 广义 道 . 口 
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É X,Y X Banach 空间 ， AC X x Y 为 线性 子 空间 . W A(z) = (y ce Y : 
{x,y} € A), W 4 可 以 看 成 为 从 六 A Y 的 多 值 线 性 算 子 . A 的 定义 域 D(A) 、 值 
域 R(A) REZE N(A) 可 以 定义 为 

D(A) = { x € X| E ve€Y,{z,y} € A), 
R(A) =í e Y| FE z€ X,(z,u) € A), 
N(A)= {x € X| (z,0) € A}. 

S. J. Lee 与 M. Z. NashedIN3 引入 4 的 线性 斜 投影 广义 逆 A#, 但 A# A 85221 
画 线 性 包含 ye A(z) 的 最 佳 副 近 解 问题 ,为 此 ， 本 节 引 入 4 的 度量 广义 道 ， 仍 记 
AF, 

下 面 的 记号 见 [AF], 对 于 A.B c X xY, C c Z x X, # 

AC := { (z,u) € Z x Y | 存在 € X, {x,y} €A, (z,z) € C), 
A+B:={ {rz,y+z}| {x,y} € A, (z,z) € B}, 
A+B := {a +b |a E€ A, b € B}. 
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线性 子 空间 R c X x Y 称 为 4 的 代数 算 子 部 分 ， 是 指 R 为 某 单 值 算 子 的 图 
Ë, H A= R+((0) x M(0)). 如 果 代 数 算 子 部 分 已 又 为 XxY 中 闭 子 空间 ， 则 称 
R 为 4 的 拓扑 算 子 部 分 .为 导出 Hilbert 空间 中 线性 包含 的 所 有 最 小 二 乘 解 集 的 
特征 刻画 ， S. J. Lee 与 M. Z. Nasheed! 引入 M 的 正 交 算 子 部 分 与 正 交 广义 北 
的 概念 在 Banach 空间 中 ， 我 们 有 

定义 5.2.1 i£ X,Y X Banach ZE, A c X x Y XA X šj Y 的 多 值 线 性 
算 子 ， 4(0) 为 了 的 Chebyshev 子 空间 ， r4(e) 为 Y 到 A(0) 的 度量 投影 算 子 ， 则 
4 的 度 基 算 子 部 分 Sa 定义 为 : 


Sa = {{9, (7 — xa) (yl{g,W) € AJ. (5.2.1) 

注 记 1 (i) 如 果 4- (0) = N(A) 为 天 中 的 Chebyshev 子 空间 ， 则 

Sa-1 = {{y,(T— "NcA))(9)}|{9,y} € A) 

为 M|! 的 度量 算 子 部 分 . 

(ü) 如 果 X,Y 为 Hilbert 空间 , 则 rao 为 Y 到 A(9) 上 的 正 交 投影 算 子 Pao), 
从 而 Sa RA 4 的 正 交 算 子 部 分 ( 见 [LN1]). 

(ii) Sa = graph(T 一 T4(9))4. 

定理 5.2.1 i X,Y X Banach ZE, À c X x Y AM X šj Y 的 多 值 线 性 
算 子 ， 4(9) 为 了 中 的 Chebyshev 子 空间 ， 则 4 的 度量 算 子 部 分 Sa 满足 

(i) Sa 为 某 单 值 齐 性 算 子 的 图 像 ， 

(ü) A = SA+(10) x A(0)). 
(TE: 此 时 称 54 为 4 的 齐 性 算 子 部 分 . ) 

证 明 (i) 定义 算 子 全 :D(4) — Y 为 

T(g) = (I ~ Ta) )(y), Yg € D(A) H {9,y} € A. 

XÍ Yg € D(A), H D(A) 的 定义 , FE y e Y 满足 {9,y} € A, 于 是 (I 一 "4(e))(y) 
为 确定 的 . 

设 y1,y2 € Y 满足 {9,yi} E€ Ali = 1,2). 需 证 

(I — Ta) ) (yi) = (Í — Tac) ) (y2), 

即 了 为 单 值 算 子 . 

H 4 的 线性 ， 有 {9, yi 一 y2} = {9,91} 一 {9,92} € M, 于 是 

yı — Y2 € A(0). (5.2.2) 

另 一 方面 ， 由 推论 1.2.11, 对 y; 有 唯一 分 解 


yi = naq (yi) + ki, ki € Fy (A(0)+), i=1,2. 
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假如 ki Z k2, WJ kı — k2 Z 0 HM 4 的 线性 ， 有 
kı — ko = (yı — y2) + [rac (y1) — Taco) (Yy2)] € A(0). 
由 注意 到 0 e A(0), 有 
ki = 0 + ki = (kı — k2) + kə, (5.2.3) 
HP ki, ka € FCl(A(0)1). 由 推论 1.2.11 8 Y = A(9) 十 Fy1(4(9)+), 这 与 (5.2.3) # 


E. 因此 
(I — r4q0))(y1) = ki = k2 = (I — T 4¢0)) (Y2). 


于 是 由 rm0) 的 齐 性 ， 知 T 为 单 值 齐 性 算 子 . 
H 54 与 工 的 定义 ， 有 
Sa = ((g,(I —TA(G0))(0))| {9,vy} € A) 
= {{g,T(g)}|g € D(A)) = graph(T'), 
故 Sm 为 单 值 齐 性 算 子 了 的 图 像 . 
Gi) 对 任意 (g,u) € A, 即 ye 4(9). 由 推论 1.2.11, y 有 了 唯一 分 解 : 


y =T (y) +yz, Ya € Fr (A(0)+), 
即 y2 = (I — Ta) lu) 于 是 
{g9,y} = {9,y2} + {0, Taco (y)} 
= {g, (I — na) )ly)} + (0, k}, 
HE k= rao ly) € A0). 注意 到 {9g,(T 一 mace))(y)} € Sa, {0,k} € (0) x A(0), 从 
而 由 54n({9} x A(0)) = {0}, 知 
A = SA+(10) x A(0)). o 
定义 5.2.2 i X,Y 为 Banach 空间 ， A c X x Y 为 线性 子 空 间 ， N(A) 与 
R(A) 分 别 为 和 5 Y 中 的 Chebyshev 子 空间 . AWEH XD 4# 定义 为 
AË = {{y,(T— rnca))(9)}H{g9,y} € X x YE. {9, Tra ly)} € A). 
注 记 2 Af =(graph(I[—ms(Aa))Al(graph(rn( a) AP A= {{y, r}, y} E 
A). 
注 记 3 WIB X 5Y 1 Hilbert 空间 ， 则 4 的 度量 广义 逆 4# 恰 为 4 的 正 交 
广义 道 ( 见 [LN2]). 
定理 5.2.2 i X,Y 为 Banach 空间 ， 4 XA X 到 Y 的 多 值 线 性 算 子 ， 


N(A), R(A) 及 4# 如 定义 5.2.2, W 
(i) A# = 54-1+(Fy (R(A)+) x {0}), 
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(ü) D(A#)= R(A)+FEy1(R(A)-), 
(ii) R(A#)= D(A) N Fx (N(A)+), 
其 中 954-: = {{y, (I — nna))(9)} : {9y} € A}. 
证 明 (i) 对 任意 {y, 1} e AF, 由 定义 5.2.2, 存在 g e D(A) 满足 : 
z = (I — mN(A))(g) E {9, Tr(a) (u) € A. 
由 推论 1.2.11, y 有 唯一 分 解 
Yy = TR(A)(Y) + Y2, Y2 € Fy'(R(A) ). 
于 是 
{yr} 一 {y, (I 7 TN(A))(9)) 
一 {TRC4) (y) + uo, 一 TN(A))(9)) 
= {tra (U), (I 一 7 N(A))(9)) + {y2, 0}. 
因为 (g, rra (Y) € A, 由 度量 算 子 部 分 94-: 的 定义 ,有 {rra (u), (I—mN(A))(9)) € 
Sa-1, 因而 
{y zj € 54-: 十 (了 (R(A) ) x {9}), 


BẸ 
A# C S4-: 十 (FFI(R(4)L 上 ) x (0)). 


另 一 方面 ， 对 任意 {y zj € 54-: 十 (ER(C4)L) x (0)), 由 Sa- 的 定义 ， 存 在 
{9, y1} € A K y2 € Fy (R(A)-) 使 得 {yi,(T 一 rw(4))(9)} € Sa- H 


y =y +yz, z=(I- T N(A))(9) +0=(I — TN(A))(9). 
于 是 ， 注 意 到 y € R(A), 由 定理 1.2.11, 


TR(A)(U) = y1 十 TR(C4)(y2) = 1⁄1, 


从 而 
{9, TR(A)(Y)} = {9,91} € A. 
因此 
{y,7} = { (I — rnea )(g)} € AŽ, 
得 到 


Af = SA-ii+(Fy '(R(A) ) x {0}). 
(ü) 由 推论 1.2.11 及 R(A) 为 Y 中 Chebyshev 子 空间 ， 知 
D(A#)=Y = R(A)+FE; (R(A)-). 
(iii) 对 任意 9 € D(A) N Fx (N(4)+), H D(A) 的 定义 ， FE y € Y, 使 得 
{9y} € A. 
由 推论 1.2.11, g 有 唯一 分 解 : 
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9=TN(A)(9) 十 92，92 € FX (N(A)). 


另 一 方面 ， 又 有 
g=0+g, 0 € N(A), g € Fx'(N(A) ). 


由 于 N(A) X Chebyshev 子 空间 ， 故 有 tuea (g) = 9, 从 而 
{y, 9} = 1 人 一 rw)(9)} € $A-1. 
对 任意 ye Fy (R(A)+), 由 (i), 得 
{vy,9} + {y',0} € Sa-ii(F7!(R(A)+) x {0}) = A#. 


RF=y+y EY, 有 
{9,9} = {y, 9} + {vy ,0} € A#, 


KE, gE R(A#), 于 是 
D(A) N FZ'(N(A)+) c R(A#). (5.2.4A) 

男 一 方面 ， 由 定义 5.2.2, 有 

R(A#) C {(T — nwa))(9)| g € D(A)}. 
对 任意 g e D(A), 由 推论 1.2.11,g 有 唯一 分 解 式 

g = NAN(A)(9) +92, 92 € Fx (N(A)). 
H D(A) 的 线性 ， 有 

(I — mN(A))(g) = g — mN(A)(g) € D(A), 


于 是 
(I — nN(A))(9) = 92 € D(A) n FX (N(A)-), 
从 而 ， 得 
R(A#) c D(A) n Fç1(N(A)`). (5.2.4B) 
综合 (5.2.4A), (5.2.4B), 得 


R(A#) = D(A) n Fç!(N(A)`). 口 


推论 5.2.3 设 X,Y 为 自 反 、 严 格 凸 Banach 空间 ， 了 为 从 和 到 Y 的 具有 闭 
值 域 的 稠 定 闭 线性 算 子 ， 则 存在 齐 性 算 子 TM :Y 一 D(T) 满足 : 

i) TTMT =T, 

(ü) TMTT™M = T™, 

Gii) TMT = I — TN 
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(iv) TTM = TR(T)) 
使 得 T# = graph(T'M). 
证 明 由 定义 ， 存 在 tN 与 TRT, 而 且 
T# = {y,(T— nn))(9)} | {9g,y} € X x YH zna (g) = T(9)), 
于 是 ， 对 任意 y e Y, 唯一 存在 T (u), 满足 
T#(y) = (I — TN(T))T TRT) (y). 
定义 TX 为 
TX(y)=T#(y),y € Y, 
易 知 TM 满足 (i)~(iv) E. 
T# = graph(T'M). 口 
定理 5.2.4 ił X,Y H Banach 空间 ， 4CX x Y 为 线性 子 空间 ， N(4) 与 
R(A) 分 别 为 X, Y 中 的 Chebyshev 子 空间 ， 则 
(i) AA# = {{z, Tr(a) (z) + s}ls € A(0),z € D(A#)}, 
(ü) A*A = {{x, (I — TN(A))(z2))|z € D(A)}. 
证 明 (i) 对 任意 {x,y} € 44#, 由 定义 ， 存 在 zs D(A), 满足 
{rz,z} e AF H {z,y}€ A. (5.2.5) 


再 由 A# 的 定义 ， 知 zeD(4#), BFE g 8 D(A) 满足 


z 一 (I — 7TN(A))(9) H {9, TR(CA)(T)} € A. (5.2.6) 
将 (5.2.6) 与 (5.2.5) 中 第 二 式 结合 ， 得 
{ 一 Tv(4))9) y} € A. (5.2.7) 


注意 到 {rw(a)(9),9} € A, H (5.2.6) 及 (5.2.7) 得 
{0,7 — TR(A)(T)} 


= {g —mN(A)(9), U) + {rncA)(9), 0} — {9, rR(A)(T)} € A. (5.2.8) 
& s= -— Tn) (z), 由 (5.2.8), 有 se A(0) 使 得 
{x,y} = {7, Tr(a) (£) + sJ). (5.2.9) 


反之 ， 对 任意 (zy) = {{r, rala) + s)|s € A(0), z € D(A#)). ATI z € 
D(4*), HETE s € A(®), 

Y = TR(A)(Z) + 8. 
r € D(A#) 蕴涵 存在 z Ee XX 使 得 {x,z} € 4#. 由 4# 的 定义 , 存在 g e D(A) 满足 
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{9, 7R(A)(T)} EA H z= (1— mN(A))(9). 


于 是 
{z, (I _ TN(A))(g)) € A#. 


注意 到 {9, s} € A, {mn(4)(9),9} € A, 由 4 的 线性 ， 得 
{U —TN(A))(g), TRCA)(T) + s] 
= {0, s} + {9, rRCA)(T)} — (sta) (g), 0} € A. 
结合 (5.2.11) 和 (5.2.12), 由 AAF 的 定义 ， 有 
{x,y} = {7, Tr(a (x) + s) € AA#. 
结合 (5.2.9) 和 (5.2.13) 得 
AA# = {{z, rR(A)(T) +s}: s € A(0),z € D(A#))}, 


即 (i) M. 
(ü) 对 任意 {x,y} € A#A, WJ z € D(A4), 生存 在 ze D(A*#) 满足 


{x,z} € A H {z,y} € AF. 
进而 ， 由 4# 的 定义 ， 存 在 9e D(A), 满足 


{9, TR(A)(2)} EA Ry=(I— T N(A))(9)- 


如 果 能 证 
(Í — TN(A))(9) = (Í — r N(A))(2), 
则 有 
{7, y} € {{z， (I _ TN(A))(Z)) :TE D(A)}, 
Bp 


A*A c {{z,(T — nwa)(z)}: z e D(A)). 


下 证 (5.2.14) 式 成 立 . 
因为 {fz,z}je4 且 {9,rRgal(z)}<4, 由 4 的 线性 ， 有 


Íz —g,z — 7 R(A)(Z)) € À, 


从 而 
z—Tn(A)(2) € Alx — g) C R(A). 


由 rra WJ P| IFE K 3ESF817E, 45 


Z — TR(A)(Z) = T R(A)(Z — Tn(A)(Z)) = 0. 


(5.2.10) 


(5.2.11) 


(5.2.12) 


(5.2.13) 


(5.2.14) 


(5.2.15) 


(5.2.16) 


(5.2.17) 
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由 (5.2.16) 及 (5.2.17), 得 (z — g,0) € A, 从 而 
xz—gEN(A). 
男 一 方面 ， 应 用 推论 1.2.11, 有 
Z = TN(A)(Z) + 21, 
g = TN(A)(9) + 91, 


其 中 T1, 91 € FZ (N(A)+}) N D(A), 从 而 Tı — gi € N(A). 
U rı Z 2, W zı -g1 #9, H. 0 8 N(A). 有 


zı = 0 + z1 = (z1 — 91) + g1. (5.2.18) 


因为 N(A) 为 Chebyshev 子 空间 ， 由 推论 1.2.11, 有 
D(A) = N(C4)TOEXR(CN(4) )nD(4))， 
这 与 (5.2.18) 矛盾 ， 因 此 zi = g1, BR (5.2.14) 成 立 . 
反之 ,对 任意 {x,y} € ((z,(I — wwe) (2) z € D(A)), 我 位 有 z € D(A) 
H y = (I —Tsu(A)) (z). H z € D(A), 存在 z € Y ÑE z € A(x) C R(A), 于 是 
(z,mn(A)(2)) = (z,z) € 4. 再 由 4# 的 定义 ， 有 


{2, (I — nwa)) (7)} € AF. 
换言之 ， {z,y} c A#. 注意 到 {x,z} c A, 有 {x,y} € A* A. 即 
{{z， (I 一 TN(A))(Z))| z€ D(A)} C A# A. (5.1.19) 
综合 (5.2.15) 与 (5.2.19), 有 
A*A = ((z,(I — nuga) )(z)}| z e D(A)}. L| 
定义 5.2.3 i X,Y 为 Banach 空间 ， 4 c X x Y 为 线性 子 空 间 ， R(A) 在 
Y 中 为 闭 子 空间 ， ye Y,u € X 称 为 线性 包含 ye 4(z) 的 极 值 解 ， 是 指 
(i) u € D(A), 
(ü) 存在 ze Alu) WE: 
dl(y, R(A)) = lly — zl, 


这 里 d(u, R(A)) = infzer(a) ly 一 zl y € A(z) 的 最 小 范 数 的 极 值 解 ， 称 为 ye A(z) 
的 最 佳 逼 近 解 . 

当 X,Y 为 Hilbert 空间 时 ， 极 值 解 又 叫 最 小 二 乘 解 . 

定理 5.2.5 i$ X,Y 为 Banach 空间 ， A C X x Y 为 线性 子 空间 ， N(4) 与 
R(A) 分 别 为 X 5 Y 中 的 Chebyshev 子 空间 ，y e Y\R(A), 则 下 述 命题 等 价 : 
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(i) u € X 为 线性 包含 ye Alr) 的 极 值 解 ; 
(ü) u € D(A) H Tria (y) € Alu); 
(ii) u € D(A) 且 y € Alu) +F (R(A)+), HF Fy 为 了 的 对 偶 映 射 . 
证 明 ()=>(ii). # u € X H ye A(z) 的 极 值 解 ， 由 定义 5.2.3u e D(A) HF 
Æ z € A(u) 满足 
d(y, R(A)) = ly — zll. 
因为 ze R(A), E. R(A) } Chebyshev 子 空间 ， 则 z = rra ly), 于 是 


Tr(a (y) € A(u). 


G> (iü). 如果 we D(A) 且 Tria (u) € Alu), X} y € Y\R(A), 应 用 推论 1.2.11， 
A 
Y = TR(A) (y) +y y€ F3 (R(A)-), 
于 是 
y € A(u)+Fy`(R(A)-). 
(ii)= (i). 如 果 u € D(A) R. y € A(u)+Ec 1(R(A) 1), W A(u) Z @, HFE 
z € A(u) K y € Fy (R(A)+), WE u= z+, FÆ 
y— z = y € F7 1(R(A)`). 
因此 
Fy(u — z) N R(A)- Z @. 
应 用 定理 1.2.9 中 (2), 并 注意 到 R(M) 为 Chebyshev 子 空间 ， 则 z = rra (u), 于 
E z€ A(u) H 
ly — zll = lly— zrca) (WN = d(g, R(A)), 
HENX 5.2.3,u 为 ye Alx) 的 极 值 解 . 口 
定理 5.2.6 iZ X,Y 为 Banach 空间 ，4CXxy 为 线性 子 空间 ， N(A) 与 
R(A) 分 别 为 X, Y PRATEN. W 
(i) 设 K 为 471! 的 任意 代数 算 子 部 分 , 则 we 和 为 ye4(z) 的 极 值 解 当 旦 仅 
当 


u E (T n(A) ()) +N (A). (5.2.20) 
(ü) 设 4# 为 AREE Vm W u e X 为 ye A(z) 的 极 值 解 当 且 仅 当 
u € A” (y)+N(A). (5.2.21) 


(iii) WẸ y € R(A), M u € X X y € Alx) 的 解 当 且 仅 当 


u € A” (y)+N(A). (5.2.22) 


(iv) u = A? (y) 为 ye A(x) K EEA. 
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(v) 进一步 ， 设 A(0) 为 Chebyshev 的 ， 则 
d(y, R(A)) = lly — SA(A* (y)) — Tao [rra W] (5.2.23) 
证 明 (i) 由 定理 5.2.5, uc X 28 v € A(z) 的 极 值 解 当 且 仅 当 
{u, rR(A)(Y)} € A, 


或 
{rria (y) uy € AH, 


因为 K 为 4 的 代数 算 子 部 分 ， 则 


u= K(mn()(u)) + k, k e N(A), 


于 是 | 
u € K(mneA(0))+N(A). (5.2.24) 
另 一 方面 ， 如 果 (5.2.24) HA, MEE k Ee N(A)= A 1(0) 使 得 
u = K(mn¿a) (9)) + k, (5.2.25) 
H K 的 定义 ， 有 


{rrea (y), K (Tria ly))} € À `. 
再 由 {9,k} € A! 及 4-1 的 线性 ， 得 


{rrea ly) u} = {rra ly), K(mnR(a)(u))) + (0,k) € A~. 


因此 rria ly) € Alu), i u X v € A(z) 的 极 值 解 . 

(ü) 在 (i) 中 取 K 为 4-1 的 度量 算 子 部 分 ，u EXX 为 ye h(z) 的 极 值 解 当 且 
仅 当 

u € SA-1(mR(A(0))+N(A). (5.2.26) 
X} y € Y\R(A), 由 推论 1.2.11, 有 
y= NARAY + kh, kerFy (R(A)). 
由 定理 5.2.2, 有 
A# = S4-: 十 (FFI(R(C4)L) x {0}), 
于 是 
A# (y) = SA-1 (TRA (Y)). 

因此 (5.2.26) 924 BAR u e€ A#(y)+N(A). 

(iii) 由 (ü) 立 得 . 

(iv) HÆ u = A# (y) € A” (y)+N (A), H (ü) 知 ， 久 为 ye A(z) 的 极 值 解 . 
对 于 ye A(z) 的 任 一 极 值 解 w, 由 (ii), £ ke N(A) 使 
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w= A# (y) + k. (5.2.26)' 


由 定理 5.2.2, 知 A#* (y) € R(A#) = D(A) N Fx1(N(A)1). 
另 一 方面 ， 对 上 面 的 w, 由 推论 1.2.11,w 有 唯一 分 解 


w= Tya (w) + ki, kı € Fx (N(A)>). (5.2.27) 


由 (5.2.26), (5.2.27) 及 分 解 式 的 唯一 性 ， 得 
kı = A” (y), 
从 而 
w = A? (y) + mN(A) (t), 
由 定理 1.2.11, 有 
[A# (y) = llw — ruga CON < Iwl]. 
K u = AF (y) 为 ye A(z) BJ 3 oB ir 8. 
(v) 由 (iv) u = A#(y) X y € Alx) WJ EB re. 由 极 值 解 的 定义 ， 存 在 
s € A(A#(y)) 满足 : 


dly, R(A)) = |l — sll. (5.2.28) 
因为 R(A) 与 4(9) 均 为 Chebyshev 子 空间 ， 则 
S = T(R(A) (y). (5.2.29) 


注意 到 {4# (y), s} € A, H 4 的 度量 算 子 部 分 S4 的 定义 ， 有 
{AF (y), (I — nace))(s)} € SA. 


换言之 ， 我 们 有 
Sa(A#(y)) = (I — mA(0))(s). 


于 是 ， 结 合 (5.2.29), 得 
s= SA(A#(Yy)) + nae) TRA (Y)). 
再 由 (5.2.28), 得 
d(y, R(A)) = ||ly — Sa(A#(y)) — TA(0)(2 Rü) lY). 口 
推论 5.2.7 i X. Y 为 Banach ZH, AC XxY 为 线性 子 空 间 ， N(A) 与 
R(A) 分 别 为 X 与 Y 中 的 Chebyshev 子 空间 ，y € YA R(A), 则 下 述 命题 等 价 
(i) y € 4(z) 有 极 值 解 ; 


(H) Tae) E R(A); 
(iii) y € R(A)+F; (R(A)1). 
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证 明 (i= (i) it y € A(z) 有 极 值 解 由 和 定理 5.2.5, lu e D(A), E rral) 
€ A(u), 从 而 Ta)(y) € R(A). 
(i)=(üi). 设 tria (y) € R(A), H R(A) 的 定义 ,存在 ue D(A), 使 xR(4)(y) € 
A(u). 由 定理 5.2.5 中 (i)e (iii), 知 y € A(u)+Fç1(R(A)1), 于 是 
y € R(A)+Fy '(R(A)-). 
(Hi) (i). 设 (iii) 为 真 ， 则 y 有 唯一 分 解 ， 
Y = 1⁄4 + 1⁄2, (5.2.30) 


HH y, € R(A), y2 € Fy1(R(A)1). 
H R(A) JE X, FE uce D(A), 使 


yı € A(u). (5.2.31) 
由 (5.2.30), y — yı € Fe 1(R(A)1), 从 而 
Fy (y — n) N R(A)” Z Ø. 


应 用 定理 1.2.9 中 (2), 并 注意 到 R( A) 为 了 中 Chebyshev 子 空 间 , 故 yi = TR) (Y). 
再 由 (5.2.31 )， 得 u C D(A), H TR(A) € A(u). 应 用 定理 5.2.5, 知 u 为 yE A(z) 的 极 
值 解 . 口 


85.3 Hilbert 空间 中 线性 包含 的 约束 最 小 化 问题 
设 Hi. H, > Hilbert 空间 ， 4 c H, x H, 为 线性 子 空 间 ， 如果 M cH, 则 
Alm = {{x,y} : {x,y} €e A H ze M) 


称 为 4 在 M 上 的 限制 . 设 A+ 为 4 在 Hi x H> 中 的 正 交 补 ， 则 AWRATE 
4* 定义 为 
A* := {{z,y} € H. x Hı | {-y, r} € At}, 

由 定义 可 知 (4B)* C B*4*, 如 果 D(4*) 或 R(B*) 为 整个 空间 , 则 (4B)* = BA 
设 A Cc H. x H>, WJ (A+C)* = A* n O*. 

设 Ac Hi x H; 为 线性 子 空间 ，P 为 H> 到 4(0) 上 线性 投影 算 子 , 记 4s,P = 
graph(T 一 P)A, W hs,p 为 4 的 代数 算 子 部 分 . 

定义 5.3.1 设 4 为 Hi x H> 中 的 线性 子 空间 ，M c Hi,g€ H>. u € Hi 称 
为 线性 包含 g € A(z) 关于 M 的 限制 最 小 二 乘 解 ， 是 指 : 

ED4)nmnAM， 

(ü) FÆ t € A(u), 满足 
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lg — t|| = d(g, R(A|m)). 
我 们 讨论 限制 于 超 平 面 的 线性 包含 的 最 小 二 乘 问题 . 
定理 5.3.1 设 Hı, H> 为 Hilbert 空间 ， L c H x M,N C H. 又 设 P 为 H 
到 L(0) 上 的 线性 投影 ， Zs,p 为 工 的 对 应 于 书 的 任 一 固定 代数 算 子 部 分 .又 设 
S:=g+N H A:= LlN, 
HF g € D(L), 则 对 固定 的 h e Ha, 下 述 命题 等 价 : 
(i) w 为 线性 包含 he Ll) 关于 S 的 限制 最 小 二 乘 解 ; 


(i) 大 :=9 一 了 为 
Ls p(g)— h E A(z) 


的 最 小 二 乘 解 ; 
(Gii) we SN D(L), Ë. 
Ls, p(w) — h € L(0)+N(A*); 
(iv) w € SN D(L), 且 存 在 z e L(0) 满足 ， Yke L(0),u € D(L) n N, 有 
(Ls, p(w) — h — z, Ls,p(u) + k) = 0. 
证 明 由 定义 ，w H, 为 heL(z) 关 于 5 的 限制 最 小 二 乘 解 当 且 仅 当 存在 


tc H, 满足 
t € Lls (a), (5.3.1) 


H 
h — tl] = d(h, R(Lls). (5.3.2) 


下 面 刻 画 (5.3.1) 及 (5.3.2) È. 

(5.3.1) WHIL wes E. {w,t} e L. 等 价 地 , FE k e N, ËB uo = g —k € 
D(L), 且 存在 zeZ(9) 使 t= Ls,p(w) + z. XX g € D(L),u € D(L), @ k € D(L). 
因此 ， (5.3.1) 成 立 ， 当 且 仅 当 存 在 ke N n D(L), z € L(0), 满足 w=g 一 k 且 

t= Ls P (g) — Ls p(k) + 之 . 
再 刻画 (5.3.2). 首先 注意 到 


Ih — t|| = lLs,p(9) — h — Ls,p(k) + z| (5.3.3) 


= inf{||s— h|| : s€ L(u), u € SN D(L)) 
= inf{||Ls P(9) —h — Ls P (k) + p||: ke D(L) AN,p € L(0)) 
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= d(Ls p (g) — h, R(A)). (5.3.4) 


注意 到 ， 由 t€ A(w), 有 
Ls,P(k) — z = Ls,p (g) — t, 


从 而 
Ls p(k) — z € A(k). 


于 是 由 (5.3.3), (5.3.4), 知 (5.3.2) 成 立 当 且 仅 当 k 为 
Ls. P (g) — h€ A(T) 
BJ: RR. 
由 (5.3.3) 及 (5.8.4) 可 知 : we H. 8 h € L(z) 关于 5 的 限制 最 小 二 乘 解 当 
且 仅 当 存 在 ke D(L)NN E u = g — k, H kH Ls p (g) — h € M(z) 的 最 小 二 乘 
解 . 因此 (i) 与 (Gü) 等 价 . 
假定 (ü) E, Bp k:=g-w 为 
7s,P(9) — h € A(z) 
的 最 小 二 乘 解 . 由 定理 5.2.5 中 (i) 伟 ( 道 ) 并 注意 奉令 H; = H, 则 Fa, = Im. 男 一 
方面 R(A)+ = N(A*), 从 而 
Ls p(g) — h € A(k)+N(A*). (5.3.5) 
记 
Ls,p(g)—h=7+Yy, 
其 中 ze A(k),y € N(A*). 则 由 A 的 定义 ，k EN 且 (k,z) c L. AE, FE 
t € L(0) 使 z= Lsp(k) + t. 于 是 
Ls,P (u) — h = Ls,p(g) — Ls,P(k)—h 
= — Ls p (k) 十 TX 十 yy 
= Ls,P (k) — Ls p(k) +t+y 
= t+ y EL(0+N(A*), 
因此 (ii)> (iii). 
现 假定 (üD) 为 真 ， 要 证， 存在 ke D(M), 使 得 (5.3.5) 成 立 ， 即 
Ls,p(g) — h € A(k)+N(A*). 


因此 ， 上 为 Ls,p(g) 一 he A(k) Reih RR, EB (üi)=(ü). 
H (ii), w € SN D(L),w =g9-k, 其 中 keD(L)NN = D(A). Tú 
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Lsp(w)—h=t+y, teL(9)H ye N(A*), 
则 由 于 t+Ls,p(k) € Alk), 有 | 
Ls p (g) — h =Ls,p(w) + Ls, p (k) — h 
=t + Ls pP (k) + € A(k) + N(A"). 
因此 (5.3.5) 为 真 ， 故 (Gü) Gü). 
最 后 证 (iii) 仿 (iv) 
€X U c H x H; 为 
U = {{u, Ls p(u)) :uv € D(A)). 
WE Læ = {0} x L(0) 为 工 的 无 限 部 分 ， 则 
A=UH+L,, A(0) = L(0). 
因此 (ii) 成 立 ， 当 且 仅 当 we S n D(L), HEE z € L(0) 使 得 
Ls p(w) — h — z € N(A*) = N((U+L-)*), 


Bp 
{Ls p(w) — h — z,0} € (U+L<-)*. 


而 这 等 价 于 
{0, Ls p(w) — h — z} € (UiLo)-. 


又 等 价 于 :Vk e L(0),u e D(L) nN = D(A), 
(Ls p(w) — h-z, Ls plu) + k) = 0. 口 


注 记 1 j A= L|s 如 定理 5.3.1 所 定义 ， 则 
R(A) = L(0)+(L(0)—- n L(N)), 
N(A) = {u e Nn D(L): Ls plu) € L(0)), 
N(A*)= {x € (L(0))1 : (z, Ls p(u)) = 0, Yu € N n D(L)). 
注 记 2 在 定理 5.3.1 中 , 线性 包含 he L(z) 关于 S 的 限制 最 小 二 乘 解 的 特征 
(ii) 是 法 线 方程 的 广义 形式 ， 一 般 称 
Ls p(w) — h € L(0) + N(A*) 
HRES heL 的 “法 线 包 含 "， 特别 ， 当 工 为 Hi 到 H; 的 单 值 线性 算 子 . 
取 g = 0, N = H,A = L, W “EREE” 为 A(w) — h € N(A*), 此 即 法 线 方 程 
A*A(w) = A*(h). 
定理 5.3.2 在 定理 5.3.1 的 假设 下 ， 则 
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(i) 线性 包含 he L(z) 关于 S 有 限制 最 小 二 乘 解 当 且 仅 当 
Lsp(g) — h € R(A)+N(A*'). (5.3.6) 
特别 ， 如 果 R(A) 为 闭 的 ， 则 对 任意 h c Hh € L(z) 关于 S 一 定 有 限制 最 小 二 乘 
解 . 


(ü) 假设 (5.3.6) 成 立 ， 且 N(4) WAR, W h e L(z) 关于 S 的 限制 最 小 二 乘 


Q, = [g — A#(Ls p(g) — h)]|+N(A), (5.3.7) 
这 里 4# 为 多 值 线性 算 子 4 的 正 交 广义 道 . 


(ü) 假定 (5.3.6) ES, H N(A). A0) 为 闭 的 . iÉ RA H: A) N(A*) EWE 
交 投 影 算 子 ,而 Q 为 H, 到 AO 上 的 正 交 投影 算 子 ， 则 


d(h, R(L|s)) = |I[I — As.pA# — QU — R)](Ls,p(g)—h)ll. (5-3.8) 


证 明 (i) 由 定理 5.3.1,h € L(z) 关于 S 有 限制 最 小 二 乘 解 当 且 仅 当 
Ls P (g) — he A(x) 


具有 最 小 二 乘 解 ， 应 用 推论 5.2.7 中 (Deli), 并 取 Fm = Im, 注意 到 R(A) = 
N(A*), 上 式 又 等 价 于 
Ls p(g)— h € R(A)+N(A*), (5.3.9) 


故 (i) 为 真 . 
(i 由 定理 5.3.1, 有 


Qn = {g9 — k| k JX Ls,p(g) — h € A(z) 的 最 小 二 乘 解 }. (5.3.10) 
因 N(4) 为 闭 的 ， 故 4 的 正 交 广义 道 4# 存在 ， 由 定理 5.2.6 中 (ü), 知 
Zs,P(9) — h € A(z) 
的 最 小 二 乘 解 的 集合 由 下 式 给 出 : 
A” (Ls,p(g) — h)+N(A). 


由 此 及 (5.3.10) 得 (5.3.7), 因此 (i 为 真 . 
Gii) 由 (5.3.4), 有 


d(h, R(L|s)) 一 d(Ls,p(9g) — h, R(A)). 


由 假设 N(A). A(0) 为 闭 子 空间 ,从 而 均 为 Chebyshev 子 空 间 . 由 定理 5.2.6 中 (v), 
有 
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d(h, R(L|s)) = d(Ls,p(g) — h, R(A)) 
= ||Ls,p(g) — h — SAA#(Ls,p (g) — h) 
— TA [TRA (Ls,P(9) — h)! 
= ||[Z — Asq A” — QU — R)|(Ls p(g) — h)ll, 


其 中 54 = Asg 为 4 的 正 交 算 子 部 分 ， @ = TATRA) = Í — R. 口 

Z M c Hi x 万 为 线性 子 空间 ， 且 N(M) Hi, L: H, 一 H; 为 线性 算 子 . 
在 ye M(x) 的 所 有 最 小 二 乘 解 中 求 L(z) = h 的 最 小 二 乘 解 的 问题 可 归纳 为 定理 
5.3.1, 定理 5.3.2 的 情形 . W N := N(M), g := MË (u), 则 有 以 下 的 结果 . 

推论 5.3.3 设 H,,H, 5 Hs 为 Hilbert 空间 ，M c Hı x Hs 为 线性 子 空间 ， 
L C Hi x H> 为 单 值 线 性 算 子 的 图 像 . 假定 N(M) HAR. iy € R(M)+R(M)-,h € 
H,. 定义 

S := A# ()+N(M), A := Linon) 

假定 AF (y) € D(L), 则 有 下 述 命题 . 

I .下 述 命题 等 价 : 

(i) w A L(z) = h RF S 的 限制 最 小 二 乘 解 ; 

(ü) w = g — k, RP k € N(M) N D(L) 为 L(M#(y)) — h = A(z) 的 最 小 二 乘 
解 ; 

(iii) w E€ SN D(L) H. L(w)—h € N(A*); 

(iv) we SN D(L) E vu e D(L) R N(M), # 

(L(w) — h, L(u)) = 0. 
m. L(z) = 有 关于 S WWW REHN 
L(M#(y)) — h € R(A)+R(A)*, 


特别 ， 如 果 R(M) W, MJ L(z) = h 总 有 关于 S 的 限制 最 小 二 乘 解 . 
m. 假定 (5.3.6) 成 立 ， 且 N(M)nN(L) HAR. 则 L(z) = h RF S 的 所 有 
限制 最 小 二 乘 解 的 集合 为 | 


Q, = [MË (y) — A#(L(MË (y)) — h)] + N(L) Nn N(M). 
V. BÆ (5.3.6) 成 立 ， 且 NUD) n NU 为 闭 的 ， 则 
d(h, R(L|s)) = || — AA#)[L(M#(y)) — hll- 口 
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本 节 讨 论 一 类 紧 区 间 上 的 奇异 最 优 控制 问题 , 其 最 小 化 的 消费 泛 函 分 为 两 项 : 
一 项 为 经 典 消费 泛 函 ， 另 一 项 涉及 到 具有 无 穷 维 值 的 多 值 算 子 . 其 状态 由 常 微 方程 
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及 一 般 算 子 边 值 条 件 支配 . 由 于 边界 条 件 的 一 般 性 , 一 个 特定 的 控制 可 产生 无 穷 多 
啊 应 ， 因 此 ， 这 是 一 个 奇异 最 优 控制 问题 . 

FUAN, WO AH, E. B(t) 92 m xm. nxn, nxn E nxm 的 复 值 矩 
阵 ， 且 均 在 [a,b] 上 关于 +t 连续 .对 于 ke N, i LE := L2(|a,b], C), LE 与 Ct 的 内 
RHIA C.) : , 

(= f (0),g(s)as, fg € 12, 
E. 
(a b) :=a'ß, a,b 8 CF, 

HP “a” Ha, “ 68” 为 6 WY. 

XIF i= 1,21 F; : L7 x L3} > C% 定义 为 


(u, z) -f IN? Hult) + M? (t)z (t)]dt, 


其 中 N;(t). M,(t) 为 m x di;、n x di 的 复 值 矩阵 函数 ， 其 列 向 量 在 LF K L? rh. 
设 
J(u,z) = f u UOUE? + |W(t)=(D||2]dt + ||, (u, z)|2, 


u € Ly, z € L3, 


其 中 ||: | 为 欧 氏 范 数 . 
设 ?2 € Ce 为 给 定向 量 ， 讨 论 如 下 问题 : K 


min J(u, z), 


其 中 D = ((u,z):u,z 满足 G),Gi),Gu)): 

(i) uc L”, xE L3 HÆ [a,b] 绝对 连续 ， 

(ii) a ) = A(t)z(t) + Bu(t), a < t < b, 

(ii) FPo(u,z) = %2. 

如 果 Fo(u, £) = Mz(a) + Nz(b), 其 中 M,N 为 常数 矩阵 ， 且 FP. = 0, M ERE 
题 为 两 点 边 值 条 件 的 经 典 最 优 控 制 问题 . 

D 可 以 为 空 集 ， 亦 能 为 多 值 映射 的 图 像 。 (u,z) € D 称 为 允许 控制 -响应 对 . 

如 果 (ut zt) € D, H 


J(ut zt) = min. J(u, z), (5.4.1) 


则 称 (ut, zt) € D 为 最 优 控制 -响应 对 
设 lE) 为 满足 p(a) = nxn 的 EÈ = A()z(t) 的 基本 解 矩 阵 
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(Hu)(t) = y(t) f p-1(s)B(s)u(s)ds, a < t < b. 
d, x n 矩阵 Qi 定义 为 
b 
Q; = J M*(t)p(t)dt, i=1,2. 
其 中 (*) 95658 Es. 
设 
G :一 {u E L : F, (u, H(u)) € R(Q2)}. 
现 人 氢 述 本 节 的 主要 定理 . 
定理 5.4.1 人 允许 控制 -响应 对 {ut,zt+} 为 最 优 的 ， 当 且 仅 当 存 在 两 个 绝对 连 
续 n x1 的 向 量 函 数 7 与 ó, 满足 
(i) p= —A*n— W*WzT — MiFi (ut, zt), n(b) = 0; 
(ü) ô = —A*ő — M>, ó(b) = 0; 
(iii) f? e*W*Wz+tdt + Qi, (ut, £t) € N(Q2)+; 
(iv) U*Uut + B*ņ + Ni P, (ut, z+) — [Nz + B*S]l € (G)+, 
其 中 1 为 n x 1 常 向 量 ， 且 满足 下 述 矩 阵 方程 ; 
Ql = f p*W*Wzrtdt + Qi PY (ut, zt). 


为 证 定理 5.4.1, 需 引 入 一 些 概 念 ， 并 需 建 立 几 个 引 理 ， 设 
S(u, k) = Folu, H(u)) + Qək, u € L, k 8 C. 
应 用 常数 变易 法 公式 ， (uz) € D 当 且 仅 当 we L?, 且 
z = H(u) + ok, 


HP ke Ch 使 得 S(u,k)= y2. 特别 ， DD 为 非 空 集 当 且 仪 当 y € R(S). 

本 节 中 ， 如 无 声明 ， 均 假定 D E. 

任 取 固 定 的 (ud ka y E S-1(yə), W 

Sty) = (uo ko }+N (S), 
从 而 . . 
D= {{ut +å, H(ud + ü) + ylk + k))|(ü,k) e N(S)). 

因 Q: C" — Ce 为 矩阵 ， 设 Q# 为 Q BHEAN. Sla, k) = 0 当 且 仅 当 

à € G, B Ë = —(QË)F,(ü, H(ü)) + ko, 其 中 ko € N(Q), 由 此 导出 
D = {{u} + ü, Hlut + ü) + ylk} — QË P, (ü, H(ü)) + ko]}lû € G, ko € N(Q2)}- 


EHRE J(u,z) 中 ， 代 入 
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u = u 
与 
z = H(ut + ü) + ylk} + ko — QË E, (ü, H (Q))], 
得 下 面 引 理 . 


引 理 5.4.1 {ut,z+} 为 最 优 的 ， 当 且 仅 当 存在 à EG, ko e N(Q2) 使 得 
ut 二 wt 二 + 全， zt = H(ut +û) + y(kt + k) — eQ F, (ü, H(û)), 
H. {û, ko} 满足 


|£ + pâ) + {0, Woko, Qo = min JIE + plu) + {0, Wok, Qi1k}ll 
kEN(Q2) 


其 中 
£ := (Uu, WIH (uj) + pkg], PY (uo, H(u0 )) + Qiko 1, 
plu) := (Uu, W[H(u) — eQ? P, (u, HW), P, (u, H(u)) — Q1Q# F, (u, H (u))}. 
现 定义 闭 线性 子 空间 M c Ln x [LP x L} x Ch] 为 
M = (u,p(u) + {0, Wok, Qık}}|k e N(Q2),u € G}. 
引 理 5.4.1 可 以 用 M 改 述 为 下 述 形 式 . 
引 理 5.4.2 (i) vt 为 最 优 的 , 当 且 仅 当 w+ = ug + ü, HF å e G X —ç € M(u) 
的 最 小 二 乘 解 . 
Gi) {ut, z+} 为 最 优 的 ， 当 且 仅 当 ut = uf + ú, H £ = H(wd + ü + olki + 
k) — eQ? F> (ü, H(ü)), EF à e G, Ë € N(Q2) 满足 
C + plû) + {0, Wypk, Qik) € (R(M))+. 
定理 5.4.2 假定 D z @, WI 
(i) 最 优 控制 存在 当 且 仅 当 
ç € R(M)+(R(M))`. 
(ü) 假定 上 述 包 含 为 真 ， 则 w+ 为 最 优 控制 当 且 仅 当 
ut € [ut — M#(OJ+N (M). 
Gii) 假定 对 每 个 t, U(t) 为 可 道 的 ， 则 存在 唯一 最 优 控制 
ut = wut — M#(C). 
证 明 (i) 5 (ü) 由 定理 5.3.1 及 定理 5.3.2 推 出 ,在 其 中 令 h= 一 Cc,g=0,L=M 


H N = LZ. WRA t, U(t) TŽ, M) N(M) = {0}, E R(M) 为 闭 的 . 故 由 (i),(ii) 
导出 (iii). o 
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引 理 5.4.3 {vt,z+} 为 最 优 的 ， 当 且 仅 当 w+ = ud + ü&, zt = H(ud + ü) + 
p(kt + k) — eQ? F> (ü, H(ü0)), 其 中 Ee G,k € N(Q2) 满足 
(a) S? 2*W*Wz+tdt + QIPI (ut, zt) € (N(Q2))1, 
(b) U*Uut + H*IW*WzT + Mi P (ut ,zt)|] + Ni PY (ut ,z+)— [Ns + H*(Məo)]l € 
(G)+. 
这 里 n x 1 向 量 1 满足 矩阵 方程 
Ql = f p*W*Wztdt + QI (ut z). 
而 H Wig H* 由 下 式 给 出 : 
b 
(H*g)() = B*(D(e') E) J p" (s)g(s)ds. 


证 明 由 引 理 5.4.2, {ut,zxt+} 为 最 优 控制 - 响应 对 当 且 仅 当 wt 与 z+ 具有 此 
引 理 (ü) PARR, HF cG 且 有 EN(Q2) 满足 


C + p(ü) + (0, Wyk, Qik) € (R(M))`. (5.4.2) 
由 C 及 p( 的 定义 ， 上 式 左 端 等 于 
{U (uf +u), WIH(ut +u) + p(kt + È) — eQ? P> (ü, H (@))), 
Fi(ut,H(ud)) + Qik? + Fi (ü, H(ü)) — Q1Q# Fo (ü, H (û)) + Q1k} 
= (U(ut),WzT F,(ut r+)}, 


其 中 
Fi(ut, H(ut)) + Qik + Fi (ü, H(ü)) — QQ E, (û, H(0)) + Qik 
b b 
= f N (wt + û)dt + f M? (H (ug + û))dt 
C ab . C b 
+ | Miotk + bar | MiviQ¥ (a, (ala 
b b 
= J Ni (uf + û)dt + f M? [H (ug + ü) + p(k + É) — YQF F, (à, H (â))]dt 
b 
— J [N*ut + M2z*]dt 
= Fi(ut, x”). 


A 
Tilu) := Fi (u, H(u)), T>(u):= Fz(u, H(u)), 
H M 的 定义 ， (5.4.2) 等 价 于 
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(Uut, Uu) + (Wzt ,W[H(u) — QË T> (u)]) + (Fi (ut z+), Ti (u) — QiQ7 T>(u)) 
=0, Vuc CG, (5.4.3) 
R. 
(Wzt, Wok) + (P, (ut, zt), Qik) = 0,V k e N(Q2). (5.4.4) 
改变 积分 的 次 序 ， (5.4.3) 等 价 于 
(U*UuTt 十 H*[W*W r+ + Mi Fi (ut, x*)] + Ni Fi (ut, xt) 
— [H* (M2) + No](Q#)I(Wzt, Wo)): + QI (ut, z+)], u) 


=0, Vu € G. (5.4.5) 
而 (5.4.4) 等 价 于 
((Wrt, Wọ) + (P (ut zt), Q1) k = 0, Yk e N(Q°). (5.4.6) 


& c := (WzT+,W gQ) + (Y (ut ,zr+), Q), H (5.4.5) 等 价 于 
U*Uut 十 H*[W*W rt + MıFı (ut xt) + N iFY (ut zt) 
— [H* (M2) + N2](Q#)*o € GŁ. 
而 (5.4.6) 等 价 于 
o € (N(Q2))+ = R(Q3). 
W l= (Q#)*o, 则 Q3 = Qš(QZ)*c = Q2(Q)#c = o. 因此 ， 


b 
Ql = J p*W*Wztdt + Qi Filut, zt) =c € (N(Q2))-. 口 
定理 5.4.1 的 证 明 由 引 理 5.4.3, 允许 控制 - 响应 对 (ut zt) 为 最 优 的 ， 


当 目 仅 当 wt = uó + ü, zt = H(uó + ü) + ylk + Ë) — pQ Py (a, H(6)), 其 中 
à e G,k € N(Q2), H (ut, zT) 满足 


b 
J pW Wrtadt + Q* F, (ut, £t) = o € (N(Q2))t, (5.4.7) 
H 
U*Uut + H*[W*Wzrx* + Mi Fi(ut, zt) + NiF (ut, ct) 
一 [Na + H*(M>o)]l € G+, (5.4.8) 
Fri 1 满足 


b 
Qa = | pW*Wzrtat+ QIPA(ut zt). 


令 
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b 
n(t) := (2*) 1 (t) J e*(s)[W*Wz + Mi P (ut ,z1)]|(s)ds, (5.4.9) 
因为 ETOO = —A*(e*) = (t), 所 以 ， 对 (5.4.9) 两 端 对 t 求 导 ， 得 
人 = —A*n — W*W xt — Mı Fi (ut, z+), (5.4.10) 
n(b) = 0. 
再 令 ' 
6(t) := (9) 0 f e"(s)M>(s)ds, (5.4.11) 
则 有 
K = —A*ó — Ms, 
(5.4.12) 
ó(b) = 0. 
H (5.4.9), 及 H* 的 定义 ， 有 
b 
BEME = BOTO Í WW + Ma B (ut zt )ds 
= 万 ” [W*W xt + Mı F; (wt, zr+)](t), (5.4.13) 
BH (5.4.11), 及 H* 的 定义 ， 有 
b 
B*(t)6(t) = B*(t)(@*) 1(t) J p*(s)M2(s)ds = H* M2(t). (5.4.14) 
从 而 ， 将 (5.4.13), (5.4.14) 代入 (5.4.8), 得 
U*Uut + B*ņn+ Ni P (ut, z+) — [Ns + B*à]l € G+. (5.4.15) 
综合 (5.4.10), (5.4.12), (5.4.7) 及 (5.4.15) 得 定理 (i)— (iv). 口 


定理 5.4.1 包含 了 一 大 批 最 优 控制 问题 ， 特 别 ， 包 含 了 广义 两 点 边 值 问题 的 经 
典 最 优 控制 问题 . 

推论 5.4.3 讨论 J(u,z) 在 满足 下 述 条 件 G<) 的 所 有 (u,z) 中 的 最 小 化 
问题 : 

(i) x € L2,u € L? 在 [a,b] 上 绝对 连续 ， 

(ii) rz = Az + Bu; 

(iii) Mz(a) + N(b) = %2, 
其 中 M,N 为 d> x n HARER. 则 允许 控制 -响应 对 {u+,z+} 为 最 优 的 ， 当 且 仅 
当 存 在 绝对 连续 n x 1 ARRA n, 满足 

(i) p= —A*n — W*Wz+ — Mı Fi (ut zt), n(b) = 0; 
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(ii) f? p*W*Wzrtdt + QI (ut z+) € (N(M + Nọ(b)))}; 
(iii) U*Uut + B*n + NiF (ut, £+) — B* (9°) bN" e Y+, 
KEF m x 1 AAR 1 ME Ft yE EE y E 


b 
(M + Nooi = | e@*W*WzTdt+ Qi) (u! , zt), 


这 里 . 
Y = fu € L J Ne(b)e 1(s)B(s)u(s)ds € R(M + No(b))). 
证 明 因为 


b 
F(u, x£) = J (Maz + Nžu)dt = Mz(a) + Nz(b) 


a 


对 一 切 满足 之 = Ar + Bu H u € LF 的 (u,z) RA. 由 此 导出 ， 对 任意 KecCn K 
u € LZ, A z(t) = H(u)(t) + e(t)k, 从 而 由 H(u)(a) = 0 K pla) = Inxn, 有 


f [M2 (H (u) + e(k)) + N2u]dt 
= Mk + N(H(u)(b) + p(b)k). 
因此 对 一 切 &eCn" 及 we L, 有 
J TM? H(u) + N2ujdt = N H(uY(b), (5.4.16) 
H b 
J Mi pkdt = [M + Ne (b)](k). 


于 是 ， 得 到 


及 Vde C4, vu e L? 有 
( / m; H (u) + Niuldt, d) = (NH (u) (b), d}. 
JA v ue Lg, v d e C2:, 有 
J ult), (H*(M2) + No)d)dt 
= (et) Í o u(s)ds, N* d) 


= 7 (ult), B* (Eo) 1 (0) 2" (b) N* d) dt, 
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B*(t)(e") 1 (t)o"(bp)N* = H* (M2) + Nalt). (5.4.18) 
于 是 ， 由 (5.4.16) s& (5.4.18) 得 
F>(u, H(u)) = f ana + N¿ d]dt 
= NH(u)(b) 
= No o f = 1(s)B(sJu(s)ds 
= Í Ne(b)e 1(s)B(s)u(s)ds, 
因此 ， 定 理 5.4.1 中 (iv) 变 为 
U*Uut + B*ņn + Ni (ut ,zt)— B*(@*) le*(b)N*lI ET 
而 由 (5.4.17), 知 1 满足 


b 
(M + Ne(b))*1 = f pW*Wzrtdt+ QF (ut r+), 


其 中 
Y = {u € L| P> (u, H(u)) € R(Q2)} 
b 
= {ue L7 f Ne(b)e 1(s)B(s)u(s)ds € R(M + Nyp(b))}. 
因此 ， 由 定理 5.4.1, 立 得 此 推论 . 
[E 释 】 


85.1 利用 有 界 拟 线性 投影 算 子 ， 给 出 线性 算 子 的 齐 性 广义 道 的 统一 定义 ， 给 
出 存在 性 的 通用 判 据 . 同时 给 出 齐 性 广义 道成 为 度量 广义 道 或 线性 斜 投影 广义 道 
的 充 要 条 件 ， 本 节 结 果 属 于 王 玉 文 及 李 双 尼 W, 

85.2 S.L. Lee 与 M. Z. Nashed 为 Hilbert 空间 中 多 值 线性 算 子 引入 正 交 广义 
逆 ， 并 刻画 了 线性 包含 的 最 小 二 乘 解 与 最 佳 允 近 解 "Nu. pR X| ga W 利用 
Banach 空间 中 广义 正 交 分 解 ， 将 上 述 结果 推广 到 Banach 空间 ， 给 出 多 值 线 性 算 
子 的 度量 广义 逆 ， 并 以 此 刻画 了 Banach 空间 中 线性 包含 的 极 值 解 与 最 佳 允 近 解 . 
本 节 内 容 取 目 [WLul. 

85.3~85.4 利用 Hilbert 空间 中 多 值 线 性 算 子 的 正 交 广 闵 道 , S. J. Lee 5 M. Z. 
NashedIN4 研究 了 约束 最 小 化 问题 ， 应 用 于 奇异 最 优 控制 ， 给 出 最 优 控制 -响应 对 
的 判 据 ， 本 节 内 容 取 目 [LN4]. 


PrE 2kEEPL Y 0UEFE J X SIE ASE E 
(fa) 微分 方程 中 的 应 用 


度量 广义 逆 是 为 求解 不 适 定 算 子 方程 的 极 值 解 ， 最 小 范 数 解 或 最 佳 通 近 解 而 
引进 的 广义 逆 . 当 算 子 取 微分 算 子 或 偏 微分 算 子 时 ,由 此 引出 具体 的 应 用 问题 . 由 
于 微分 算 子 或 偏 微 分 算 子 的 具体 结构 ， 便 出 现 新 的 研究 内 容 ， 本 章 在 实 Banach Z 
间 中 讨论 . 


86.1 n 阶 两 点 微分 算 子 的 厂 义 Green 函数 


1. n 阶 两 点 微分 算 子 及 广义 Green 函数 的 定义 
对 L2[a,b] 的 子 空间 
H” [a,b] = {u € Cn l|a,b] | wt" 在 [a,0] 上 绝对 连续 是 ul e L2|a,b]) 
引入 范 数 ， 
jula» = > max |u(9)(t)| + u |z, 
则 H"|a,b] 为 Banach 空间 . 
Hr?la,b] = {u € H” [a,b] | ut) (a) = u® (b) = 0, i = 0,1,2,- ,n— 1} 


为 H"|a,b] RE 2E [8], 且 为 Coja, b] TE H” ja, b] 中 的 闭 包 ( 见 [J04] p.69, 定理 3.3). 
给 定 n 阶 形式 微分 算 子 


-0() 


其 中 系数 a(t) 属于 C°°|a,b] HÆ [a,b] 上 a,,(t) Z 0, XE k (0 < k < 2n) 个 线性 
无 关 的 边界 值 泛 函 
n—l1 


n—1 
B, (u) = >` aizu”) (a) + >` Biju® (b), i=1,2, k. 
j=0 j=0 
今 
D(L) = {u € H” [a,b] | B,(u) = 0, i = 1,2,.…. , k}. 
定义 
Lu = Tu. (6.1.1) 
则 工 称 为 L2|a,b] B n 阶 两 点 微分 算 子 ， 且 工 为 L?[a,6] 中 Fredholm AF, (DM 
[Jo4] p.93, 注 记 6.8), BI L X Lla, b] 中 秽 定 的 闭 线性 算 子 ，R(L) 在 到 [oo PH, 
dim N(L) < oo H codimR(L) < co. 
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设 n | 
Ea (y 
i=0 


为 7 BJ 338, JerR # 3 bi(t) 为 
bi(t) = Sen (3) (EY ug， i=0,1,,n, 


其 中 ba(t) = (—1)%a, (t) £ 0, t € [a, b]. i$ 
B} (u) = s at, u) (a) + s Bu (b), i = 1,2,- ,2n— k, 
j=0 j=0 
为 2n- k TRET REHHAHEZRK. LBRWAT L* 亦 为 n 阶 两 点 微分 算 
子 ， 定 义 为 


D(L*) = {u € H"[a,b] | Bi(v)=0, i = 1,2,... ,2m — k} 
N 


H 
L*u = r*u, u E€ D(L*). (6.1.2) 


显然 ，L* 亦 为 L2|a,b] 中 的 Fredholm +. 

设 C(L) = D(L) Q N(L)+, Lo = Lleu) X LECT) LHRH. To: C(L) 一 
R(L) 为 一 一 闭 线性 算 子 ， 从 而 T: R(L) 一 C(T) 为 一 一 线性 算 子 ， 且 由 开 映 射 
E, To HM (RL), |- lz) 到 (C(L),| la) 上 的 连续 线性 算 子 . 

设 己 与 分 别 为 从 L2[a,b] #J N(L) 与 N(L*) 上 的 正 交 投影 算 子 ， 则 工 的 
Moore-Penrose J” V L+ FE, H 


L+ = L(I- Q), #EL|a,b] E 


或 
Lt = (I — PL (I — Q). (6.1.3) 
国定 te [a,b], 设 Fi- Lja, b] > R HRHZK, 定义 为 
F(u) = Ltu(t), Vu € L2[a, b]. (6.1.4) 


由 于 在 一 点 赋值 泛 函 为 H"a, b) Æ H"|a,b] A FERRER, i F, 28 L |a, b] 
上 的 连续 线性 泛 函 . 由 Riez 表示 定理 ， 存 在 唯一 G(t,.) € L2|a,b] 使 得 : Vu € 
L? [a,b], 有 ， 

Ltu(t) = F,(u) = J G(t, s)u(s)ds, (6.15) 


H (6.1.5) 对 每 个 te [a,b] 成 立 ， 函数 G(t,s) 称 为 工 的 广义 Green 函数 . 
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为 研究 广义 Green 函数 ,将 利用 2n Et B 3E98482y+- LL* 5 L* L (M, [Jo4]p.172). 
它们 定义 为 
D(LL*) = {u € H?” [a,b] | B*(u) =0, ¿=1,2,::: ,2n — k; 
B;(T*u)=0, 7 一 12 ,k) 
且 
LL*u = +TT*u, u € D(LL*), 
其 中 


n 


TT * -Fod ) = 5353 


i=0 7 一 0 l 


COCOR OCN (6.1.6) 


M. - 


il 
° 


由 此 看 出 : vte [a,b], 有 
cən (t) = an(t)bn(t) = (—1)"[b,, (t)]? Z 0. 


如 果 令 Br(ru) = B,(r*u), u € H2?2n[a,b], 应 用 Leibniz AR, THARI ER B: 
表示 为 


n l+j f 
B* (Tu) = > ot, 3 s (2 =) bDO-PHD (aju P) (a) 
=0 l=0 p=l 
n l+) 
+ > 37 ( a ETOO, (617) 
=0 l=0 p=l 


对 一 切 u € H?” [a,b], i= 1,2,… ,k 成 立 . 
另 一 个 经 常 应 用 的 工具 为 Green 公式 ( 见 [DS] p.1288): Vu,v € H” [a,b], 有 


b b 
J Tu(s)u(s)ds = J u(s)T*u(s)ds + B,(r)(u,u) — E,(T)(u, v), (6.1.8) 


其 中 
及 (r)(wv) = 3 FË (r)u(D) (tjv (t) 
7 一 0 
为 了 在 上 点 的 边界 形式 ， 这 里 
九 一 [一 1 i=; 
F) = > C Di 人 了) (号 ) ansa, j+1<n-1, 


FI(T) =0, ¿+I>n-1. 
XT j+I=n-1,#8 
Fp” (r) = (—1) "i tan(t). 
于 是 对 每 个 te [a,b], nxn ER [F (r)] 为 非 奇异 阵 . 关于 边界 形式 F,(z*), F,(zr*) 
及 Filr*r) 有 类 似 的 结果 ( 见 [Jo4]p.55). 
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2. 广义 Green 函数 的 连续 性 与 跳跃 条 件 
定理 6.1.1 对 于 一 切 te [a,b], G(t,:) € N(L*)+ = R(L). 
证 明 对 于 任意 固定 的 te [a,b], 4ER u € N(L*) = R(L)+, 有 Quv=0, 从 而 由 
(6.1.5), 有 
f ° G(t, s)u(s)ds = L*u(t) = Ly" Qu(t) = (6.1.9) 


因此 G(t,.) e N(L*)+. 口 
为 导出 G(t, s) 的 连续 性 与 可 微 性 ， 下 列 的 引 理 非常 有 用 . 
引 理 6.1.1 对 任意 u € D(LL*), 及 任意 te [a,b], 有 


b 
J G(t,s)Tr*u(s)ds = T*u(t). 


证 明 HÆ tela, b], 4ER u € D(LL*), £ v = L*u = t*u, Wj v € D(L)nN(L)-, 
H b 
J G(t,s)rr*u(s)ds = Lc 1QLu(t) = v(t) = r*u(t). 口 


引 理 6.1.2 Æ u € L2[a,b] B. Vu € He [a,b] {E T*v € H?|[a,b] 与 f u(t)r(r* 
.u(t))dt = 0, W] u € H” [a,b], Tr*u € H"|a,b), H. r(T*u) = 0. 

证 明 见 [Jo4] p.187, 引 理 2.11. D 

定理 6.1.2 对 每 个 ce (a,b), 有 

(i) G(c,-) € H” [a,c], B. 7*G(c,:) € H” [a,c] 满足 r(r*G(cs)) = 0, s € [a,c]. 

(ii) G(c,-) € Hn[ce,b]), 且 7*G(c,-) € H"|e,b] 满足 r(r*G(cs)) = 0, s € [c, b]. 

Gii) G(a,-) € na 中 H. G(b,.) € H"|a,b],r*G(a,-) € H"|a,b] H. +*G(b,-) € 
H” [a,b], T(T*G(a, s)) = T(T*G(b,s)) = 0, s € [a,b]. 

证 明 (i) 对 固定 c € (a,b), ERIE r*v € Hla, c) 的 ve H?|a,c]. W v(t) = 
0, t € [c,b], W v 延 拓 到 [a,b] 上， 显然 ，v c Hila,b) H. r*v € H2?|a,b], FÆ, 
v € D(LL*). 由 引 理 6.1.1, 有 


c b 
J G(c,s)r(r*u(s))ds = J Gl(c, s)T(T*v(s))ds = T*v(c) = 0. 
由 引 理 6.1.2, 得 G(c,-) € H” [a,c] B. T*G(c,-) € H” fa, c], 满足 
| T(T*G(c, s)) = 0, s € [a,c]. 


(ii), (iii) 可 同样 证 明 . 口 
定理 6.1.3 对 每 个 ce (a,b), 有 


j 
(i) lim C s) = Jim a s), j=0,: ,n — 2, 


s—c+ Os 
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(ii) lim pa r (c,s) 一 lim 2 r (c,s) = (— 1)"an(c) ! = b,(c) Í, 

(iii) lim, SC *G(c,s)) = im SL (r *G(c,s)), jJ=0,::: n — 1. 

证 明 任意 固定 c < (a,b), 设 n-(s) = G(c,s),s € [a,c], n+(s) = G(c,s), 
s € [c,b]. 任 取 满足 r*u € Hh|a,b) BJ u € H?[a,b), WR u € D(LL*), 由 引 理 
6.1.1 与 Green 公式 (6.1.8), 有 


一 J Ces) 
= Í n-(yrG"u()as+ f 9š(eyr(7u(8) d 
= f "n (ey'u()as+ f “Tn (a)r'u(s)ds 


+ > PEPO -POE cv 


= © wei eno] -E my] Jeo 


l,j=0 


+ Y BONO DO (A) eo] _. (6.1.10) 


l, j=0 
RAITA u c H [a,b] (E r*u € Hg [a,b], H PJI 
u (c), [€ 3] (T* u(s))|._ l = 0, 1 ) 7 一 1, 


取 任 意 指定 的 数值 ( 见 [Jo4] p.190, 推论 2.15). 特别 ， 可 取 其 中 一 个 值 为 1, 而 其 余 
的 数值 为 0, 于 是 由 (6.1.10) 得 


EAE eno], -E eo], 


=0, l=0,1, ,n — 1, (6.1.11) 

H 你 一 工 
Y FË (r {nP (e) -nP (o) = os = 01 和 一 1 (6.1.12) 

7 一 0 


因为 nxn 边界 矩阵 [FU (r*)] 与 [FB (r)] 为 非 奇 异 的 , 从 而 线性 方程 组 (6.1.11) 
及 (6.1.12) 容易 求解 . 
H (6.1.11) 立刻 得 到 


(ese), E ea], -ai=oaz ora 
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此 为 (ii). 
为 求解 (6.1.12), 首先 注意 
FË (r) =0, l+j>n-l, 


FL? (r) = (—1)? Ila (c) = (—1}ttba (c), 1=0,1,2,..…,n—1. 
因此 (6.1.12) 为 三 角形 式 方程 组 ， 从 底部 开始 ， 依 次 向 上 求解 ， 得 


nP (e) -nP (c) =0, j=0,1,.…,n—2, (6.1.13) 

E. 
nD) e) -nd (6) = (—1) tan (e) 1 = —b(e) 2. (6.1.14) 
此 为 (i) 与 Gü). 口 


推论 6.1.4 XIF c€ (a,b), A G(c,:) € Hn-1l[a b] B. z*G(c,:) € H” [a,b]. 
3. 广义 Green 函数 的 边界 条 件 
因为 G(c,-) € H"|[a,c] E G(c,:) € H”[c,b], 为 下 面 定理 的 应 用 ， 定 义 


n—i ; n—1 ; 
* ` * O? X * 07 ; 
B; (G(c,-)) = pA a) + Bi; ag Cto, b), 1 = 1,2,-:: , 27 — k. 
j=0 j=0 


注意 到 *G(c,:) € H” [a,b], 所 以 Bi(T*G(c,-)) 有 定义 . 

定理 6.1.5 对 每 个 ce (a,b), 函数 G(c, -) 满足 边界 条 件 

(i) Bš (u) =0, ¿=1,2,:-- ,2m — k, 

(ii) Bi(T*u) = 0, i = 1,2,- ,k. 

证 明 任意 固定 c € (a,5), 设 7_(s) = Gls), s € [a,c], 且 n+(s) = G(c,s), 
s€ |c, b]. 选择 vv € H” [a,b] {E r*v € H” [a,b] H. 


vila) = nf (a), vi (b) = ñ (b), j = 0,1, n — 1, 
[( £.) er w (EY en- (8))| p Ĵ=0,1,2 ,nl, 
(E le) ira (ES) mle) j=0,1,2,. n 1. 


这 样 的 v 是 存在 的 ( 见 [Jo4] p.190, 推论 2.15). 
对 任意 ve D(LL*), 应 用 Green 公式 ， 及 等 式 (6.1.11) 5 (6.1.12) 得 


b b 
f zGtu(s)o()as — J G(c, s)T(T*u(s))ds 
2 a J 
= | rus) lol) = n-(s)lds + Í Ti us)o(s) Q n ()ds 
c b 
= J r*u(s)[r"o(s) = r*0-(s)|as + | T"u(s)[r*u(s) — T*n+(s)]ds 


86.2 n 阶 两 点 微分 算 子 广义 Green 函数 的 表示 | . 185 . 


n—ln—l1 


-YE PONO -PD (E e], 


I=0 j=0 


00/ 


c b 
= f rulo) rn- (eas + | r*u(s)[r*v(s) — t*n4(s)]ds — rulc) 
= f u(s)r(T*v(s))ds — T*u(c) 一 > y F! (r*) (ŻY rns) s= 


=0 7 一 0 


Mieno] Jee 
b b 
= J u(s)r(r*u(s))ds — J G(e,s)r(r*u(s))ds (由 引 理 (6.1.11)). 
于 是 ， 得 到 ， vu e D(LL*), 有 
b b 
f ruola = Í u(s)r(r*u(s))ds. 

这 蕴涵 v e D(LL*), 从 而 u 满足 期 望 的 边界 条 件 ， 于 是 得 出 结论 : GL(c,) 也 满足 
这 些 边 界 条 件 . D 
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设 p1, V2,* , Wn 与 Q1, Q2, , Pn 为 H"|a, b| 中 函数 ， 分 别 形成 子 空间 {u € 
H” [a,b] | ru = 0} 5 {v € H” [a,b] | r*v = 0) 的 基 . 设 


p = dim N(L), q = dim(L*), 
不 失 一 般 性 ， 假 定 vV 与 prno ó 分 别 为 N(L) 与 N(L*) 的 正 交 
Æ. 投影 算 子 已 与 Q 可 分 别 用 这 些 函 数 由 下 式 给 出 ， Yu e L2[a,b], 有 


Pu(t) = J | J | Dw ules a <t <b, 


b Ab q 
Qu(s) = Í J [Y 6 (06, (e)|u(0)at, a < s < b. 
a a ?一 1 
选择 函数 (71, ,Wn 与 0i, , On € H” [a,b] 使 得 
T*wi 三 Wi 且 Trbi = Qi, i = 1,2,7 


则 $1, 02， ° ` , Ón, (01, ,Wn 形成 TT* 的 零 空 间 的 基 ， Pi Ya, ° ) Yn, 01， , On 形 
A 7*7 的 零 空间 的 基 (参见 [Jo4] p.186, (2.12), (2,13)). 我 们 将 从 ap (t), di(s), wi(s) 
及 Olt) 给 出 广义 Green 函数 的 表示 . 
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5| 理 6.2.1 ice (a,b), n-(s)= G(c, s), s € [a,c] B. n+(s) = G(c,s), s € [c, b]. 
则 
Fe(r*)(m u) — Fe(T*)(n-,u) = u(c), Vu € H” [a,b], (6.2.1) 


Fa(T*)(n4, u) — Fal(T*)(n-,u) = 0, Vu € D(L). (6.2.2) 
证 明 任 取 we H”[a,b], 由 (6.1.13) S (6.1.14), 有 


Fo(T*)(n+, u) — FE,(z*)(n-,u) = DE )[n (e) — n) (ou (e) 


l, j=0 

n—l 

= > FET (r*)[bn(e) wu (o) 
j=0 

= Fr (7*) [bn(c) '|u(c) = u(e). 
w. —həD 

bx (c) 
其 次 ， 任 取 u e D(L), WRZ v € H"[a,b], 使 
v® (a) = nË (a) B. v® (b) = nP (b), 1=0,1, ,n — 1. 


由 定理 6.1.5, 有 B*(v) = 0, i=1,2, ,2n 一 k, 于 是 ve D(L*). 应 用 Green 公式 ， 
得 到 


0 = (L*v, u) — (u, Lu) 
b b 
= J rT*v(t)u(t)dt -f v(t)ru(t)dt 


n—l1 你 一 工 


= ÑO FP WOOO) - 》 FB(z*)u()(a)u(Ə)(a) 


1,j=0 1,j=0 
= Fy(T*)(n+, u) — Fa(T*)(n-, u). = 
定理 6.2.1 对 任意 c € (a,b), 有 
Tr*G(c,s) = — > `, (c) (s), s € [a,b]. (6.2.3) 
i=1 
证 明 任意 固定 c < (a,b), iZ n-(s) = G(c,s),s € [a, c], 而 n+(s) = G(c,s),s € 
[c,b]. fF u € L?la,b], Ë v = Pu € N(L) E u = (I — Pju € N(L)+. 因为 
r*G(e,:) € N(L), 从 而 r*G(c,:) 5 w EX, TE 
b b 
J T*G(c,s)u(s)ds =f T*G(c, s)v(s)ds 


= Í +" (syu(s)ds + | T*n+(s)u(s)ds 
J J 


86.2 n 阶 两 点 微分 算 子 广义 Green 函数 的 表示 . 187 . 


= Fe(T*)(n-,v) — Fa(T*)(n-, v) + B,(r"*)(n+,u) 一 Fer + 
— (c) (由 引 理 6.2.1) 
= — Pu(c), 


或 者 ， Yu e Lia, b), 有 
f T*G(c,s)u(s)ds = f |- Y vall elas 


从 而 ， 得 
T*C(c, s) = -Yw (c); (s), a.e. s € [a,b]. = 


注 记 将 在 推论 6.2.6 中 ,证 得 (6.2.3) 对 c= a 3X c= b JEE. 
现 固定 c€ (a,b), 集中 讨论 函数 G(c, ,). 由 定理 6.2.1, 有 


六 |G(cs)+ > wu =0 s € [a,o), 


T* ce Z) 十 3 wi(c)wils)| = 0, s € (c, b]. 


i=1 


从 而 存在 {Qi(c)}i1 与 {Bi(c)}e1 满足 
G(c, s) = > ai(c)bi(s) 一 > wi(c)wi(s), s € [a, c), (6.2.4) 


G(c,s) = >  6,(c)ó,(s)-— > vi (cjwi(s)，s € (c,b]. 


在 (6. 2. 2) H, 2n 个 数值 {fai(o)} 1 与 {ilk 须 由 以 下 三 组 条 件 确定 : 
(i) 关于 Ë zy O ee .) 的 个 跳跃 条 件 (定理 6.1.3); (ü) 2n — k 个 边界 条 件 B? (u) = 
0 (i = 1,2,… ,2n — k) (定理 6.1.5); (iii) q 个 正 交 性 条 件 (定理 6.1.1). 全 部 共有 方 
程 数 为 
n+(2n—k)+aq=2n+(n—k+gq)=2n+p, 
而 未 知 数 仅 有 2n 个 aile) 与 Alot = =1,2, ,n). 因此 ， 我 们 要 去 掉 p 个 方程 . 
由 (6.2.4), 定理 6.1.3 中 关于 S (ec .) 的 n 个 跳跃 条 件 变 为 


SAO) (e) - Sailt (oj=0 了 =01 ,n — 2, 
元 l, (6.2.5) 
2 0604 (e) — 3 aloof) = bale). 
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设 
C; (u) = > atu (a), D} (u) = S psud 6) 7=1,2,..…… ,2n—k. 


l=0 


所 以 
= 0? + D?, j=1,2,--.: ,2n — k. 


由 (6.2.4), 定理 6.1.5 中 的 2n — k 个 边 值 条 件 B*(w) =0 (g = 1,2,… ,2n — k) 变 为 
> ag p ailo) Pi (a) — > wi(O)w (a)| 
+ > bi > bile)” (b) — Suot] =0, j=1,2,... ,2m — k, 
或 等 价 地 
> ei (c)C; (ó;) + YTA (OD; (62 = wlOB; (wi), 
ü E j= 1 2m — k. (6.2.6) 


最 后 ， 由 (6.24), 定理 6.1.1 中 的 正 交 条 件 变 为 
Lalo | ia): (8)as — Pwo J i) (as 


Ae ) Í s (s)é; ( ds- Dwil y s)ġ;(s)ds = 0, 
)j=1,::: ,q, 


或 者 
n—1 c . 也 一 上 b 
DO J %(8)0()4s + Do Ailo K ó, (s)ó; (s)ds 
= -Dw yi wi(s)ġ;(s)ds, j = 1,... ,q. (6.2.7) 


在 (6.2.5), (6.2.6), (6.2.7) 中 共有 2n+p 个 方程 , 需 确定 2n 个 数 a (c), ,an(c)， 
Bi1(c),… ,Bn(c). 为 从 中 确定 2n x 2n 的 非 奇异 线性 方程 组 ， 关 键 需 确定 哪 p 个 方 
程 可 以 消去 . 

为 此 ， 我 们 考察 共 力 边界 值 泛 函 BY,… , Bin-p IER y E {u € H"|a,b] | ru = 
0}, 对 任意 的 u € H” fa, b], 应 用 Green 公式 ， 有 
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b 
rut = G")(u, qp) — Falei a) 


- S F (r*)u() (bY (b) 一 5 F” (t*yu® (ajy ®? (a). 
l, j=0 l, j=0 


定义 B* : H” [a,b] > R Æ 
b 
B* (u) = L” T*u(t)y(t)dt 


a 


l=0 j=0 
九 一 上 n—li 
+X [5 F WO Oue), ve Hla, b]. (6.2.8) 
l=0 j=0 
显然 (6.2.8) 定义 了 H"|a,b] EB pH EZA, H. 
B*(¢) = 0, Vé € span{¢1, : - ,bn}. (6.2.9) 


下 面 , 设 o e N(L), 则 对 任意 的 we D(L*), # r*u = L*u = R(L*) = N(L)*, 
从 而 7 上 多 有 _ 
B*(u)=0, Yu € D(L*). (6.2.10) 


RUME I 
B* € span{ BY,.:…. , B;,_x}. (6.2.11) 


事实 上 ,在 H"a, b] 上 引入 内 积 
(u,u)+- = (u,v) + (r*u,r*u), u,v € H"|a,b], 

易 知 范 数 ||. 与 外 .1z 等 价 ， 从 而 由 (6.2.10), 知 D(L*) C span{B*}+, 于 是 
span{B*} C D(L*)+ = span{ Bž,--- , Bžn_k}. 


故 (6.2.11) 为 真 . 
对 ;= 1,2,-: ) D. 定义 


b 
Br (u) = f r*u(t)y:(t)dt, u € H” [a,b], (6.2.12) 
则 Br... B* 为 H"|a,b] 上 的 边界 值 泛 函 ， 而 且 
span{B!,... , B*} C span{ BY,... , Bz. k). 


将 Bi,… , B* 称 为 确定 共 罗 算 子 L* 的 自然 边界 值 泛 函 . 
FEE: {E 为 线性 无 关 的 . 
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假设 >?_ rB? = 0. 记 w(t) = > rlt), 将 (6.2.12) 式 两 端 乘 z, 然后 从 
¿= 1 F] p KM, vu e H"|a,b] 有 


f T*u(t)y(t)dt = 3 riB* (u) = 0. (6.2.13) 


注意 到 R(Ti(r*)) = L a,b] (这 里 ， D(T(z*)) = H” [a,b], Ti (r*)(u) = T*u, Vu € 
D(Ti(7*)); D(To(z)) = H?|a,b], To(r)(u) = ru, Vu € D(To(r)). 易 知 (To (r))* = 
T,(r*), B. N(To(r)) = 101, 从 而 R(Ti(r*)) = N(To(r))+ = L2[a,b]). 由 (6.2.13), 得 
y(t) 一 0, t € la, b]. 再 由 TAR 的 线性 无 关 性 ， 得 T; = 0,2 一 1,2, ee’ P 
不 失 一 般 性 ， 设 
B} = B}, , Bz = B:. (6.2.14) 
H (6.2.9), 有 
B*(¢) = B*(é) = 0, Vé € span{¢ġ1, ,pn},1,2,... ,p. (6.2.15) 


H (6.2.8), 可 知 B?(i = 1,… ,p) 的 经 典 表 达 式 中 系数 aj, by 可 由 下 式 给 定 : 


n—1 n—1 
ag =X Fry (a), 85 = > ` FE ot (b), (6.2.16) 


Fri i= l,- , D, j= 1,2,::: n-li. 
对 任意 点 ce [a,b], 讨论 在 涉及 自然 边界 值 的 假设 (6214) 下 的 线性 方程 组 
(6.2.5), (6.2.6), (6.2.7). 此 时 (6.2.6) 中 的 方程 可 分 为 两 类 : 第 一 类 为 


> oi(OC Gi) +Y BOD) = D WOB w), j= 1 (626A) 


这 一 组 仅 涉及 到 L* 的 自然 边界 值 
第 二 类 ， 为 其 余 的 方程 
S ou(c)C}3 (Gi) + 3 6,(c) DY (Gi) 


7 二] 


+ 二 1 
p 
i=1 


线性 方程 组 (6.2.5), (6.2.6B), (6.2.7) ARA 2n 个 未 知 量 ailc), ,an(c), Bi(c),…， 
引 理 6.2.2 对 任意 c € (a,b), 线性 方程 组 (6.2.5) 等 价 于 线性 方程 组 (6.2.5)， 
(6.2.6A). 
证 明 显然 (6.2.5) 与 (6.2.6A) 的 任 一 解 仍 然 为 (6.2.5) 的 解 . 仅 需 证 : 如 果 
al(c) ,Qn(c), Bi(c),… ,Bn(c) 为 (6.2.5) 的 解 ， 则 必 为 (6.2.6A) 的 解 . 


设 ó 为 

= Y a,(c)ó;(s) — 》 wilo)wi(s), a <s <c, 

i=1 i=l 
= 》 pi(ogi(s)- >》 wilOwi(s), c < s < b. 

?一 ] 1 一 1 

固定 整数 1 < j < p, 则 由 上 式 推 知 
b b p 
J T*Ó(s)1; (s)ds = J | 一 ` pileypi (s)| WPi (s)ds = Yj (c), (*) 
7 a i=1 


另 一 方面 ， 由 Green 公式 ， 有 
b c b 
f raids = f roldas f ó(ay0 (ads 


-5 Fim(r Olye) -5 Fim(+ pV (a )W (a) 


l,m=0 l, m=0 
n—l1 n—1 

+ > ROWO- X FO Wo. 
l,m=0 l,m=0 


再 由 (6.2.16) 及 ó 的 定义 ， 有 
b n—1 n—1 
J r*ó(s)i); (s)ds = > an óD) (a) + > 814) (p) 


- È Fim (r) [O (t) — gP (e) yo) 

-Fa [De (e) (a) — DO (a). 
+ yp 6 [D> Bio )ó(D (0) — YO) 

- > FP) p bi(od (c) — > oi (e) 00). 


从 而 由 (6.2.5), 有 
b n n p 
J 7 (s); (s)ds = > wi (c)C; ($i) + > 6:(OD} (é) = > 4i(o)B; (wi) 


-~ 3 p(n) Gun 1bn(o) WY"™ (0 


l,m=0 
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= > oi(c)C* ($i) + > Bi(c)D* (ó;) 一 > (c) B* (wi) 
- prt0(re)ba(o) “19, (o). | 
再 由 F2e-10(rz") = bn(c), 8 
[ 7 ssls)ds = > ailc)C} ($i) + > B,(c)D; ($i) 


- $ poOB (o) — (e), (ex) 


结合 (x), (**), 得 (6.2.6A). 口 


引 理 6.2.3 对 c= a 或 c= 5b, 线性 方程 组 (6.2.5) 等 价 于 线性 方程 组 (6.2.5) 
与 (6.2.6A). 


证 明 设 c=a, Qi(Q),… ,an(a),Bi(a),… ,Bn(a) 满足 (6.2.5), 我 们 需 证 它们 
也 满足 (6.2.6A). 
定义 ü p 
(s) = > 6. (a)é,(s) 一 2 Vilo)wils), s € [a, b]. 


MUJ ó € H” [a,b]. EE 1 < ; < p, WI 


f T™*9(s)wi(s)ds = f Ë > AOAO) wi(s)ds = —4;(a). (x) 


另 一 方面 ， 由 (6.2.12), (6.2.14) 及 6 2.15) # 
b 
J = (e): (8)ds = B; (9) = OTOES IAO 


I=0 


= SE o a) — Y haaa) 
I=0 ' 
+ > Bi p Bi(a)#) (b) — > Wi) (0)| 


= Sa; [F ala (a) + drn- ib, (a) | 


I=0 i=1 
n— 


[E o (p)| — Dl; (ou 
l= 


n 


= Dolo) (0i) + oniba + AoD; (4:) 
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一 > ahi (a) Bi (wi). 
HH (6.2.12), 有 
n—i1 
až n-ibnla) t = — XO Fg (TJY (a)bn(a) 


m=0 


= — FP (r* Jp (a)b, (a)? 
= — a; (a), 


其 中 到 (天 ) = bn(o). 于 是 得 
b n n 
/rss = Yala); 6) + DBi(o) D3 (6) 


l=1 l=1 
- > b (a)B; wa — W; (a). (**) 
结合 (*) 与 (<<), 得 到 c = a 时 的 (6.2.6A). 对 c = b, 类 似 可 证 . 口 


定理 6.2.2 ”对 任意 ce [a,b], (2n + p) x 2n 线性 方程 组 (6.2.5), (6.2.6), (6.2.7) 
等 价 于 2n x 2n 线性 方程 组 (6.2.5), (6.2.6B), (6.2.7). 

证 明 由 引 理 6.2.2 与 引 理 6.2.3 立 得 结论 . 口 

对 于 ce [a,b], 为 唯一 求解 (2n + p) x 2n 线性 方程 组 (6.2.5), (6.2.6), (6.2.7), 我 
们 需 讨论 与 其 等 价 的 2n x 2n 线性 方程 组 (6.2.5), (6.2.6B), (6.2.7). 设 


qile) = bile) — aile), i= 1,2,.… n. 


方程 (6.2.5) 可 重 写成 为 
SP Ole) =0, Jj = 0,1,:-: ,n — 2, 
所 (6.2.17) 
Y "D e)y (e) = b,,(o) 2. 
i=1 


引 理 6.2.4 对 任意 c € [a,b], n x n 线性 方程 组 (6.2.17) 存在 唯一 的 一 组 解 
?ic m (c), 且 作 为 c 的 函数 yl) € H"|a,b] (i= 1,2,:- n). 
证 明 设 
p1(s) p2(s) pn(s) 
(s) = 0 $> (s) Pals) 


O O + GY (s) 
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下 证 
det $(s) Z 0, Vs € [a,b]. (6.2.18) 


假如 存在 so € [a,b], 使 det $(so) = 0, W 8(s) 的 各 列 向 量 为 线性 相关 的 ， 故 存在 不 
全 为 零 的 实数 c1,… ,cn, 使 


Y cigi (so), j = 0,1,- n 一 1. 
i=1 


& uls) = Y ceils), s € [a,b], M] u Z 0, rw = 0, H. u®? (so) = 0 (j 
0,1,… ,n 一 1). 由 常 微分 方程 存在 唯一 性 定理 ( 见 [Jo4] p.41, 定理 1.3), u(s) = 
此 为 矛盾 . 因此 (6.2.8) 成 立 ， 从 而 (6.2.17) 存在 唯一 的 一 组 解 yle), ,Yn(c). 

下 证 y () € 五 "[a G = 1,2,:…,n). 

(6.2.17) 的 系数 $7(:) € Hll|a,b] G = 1,2,…,n, j = 0,1,…,n 一 1), 而 
b,(:) l € H"|a,b], 由 Gramer 法 则 ， 知 y;(:) € ce Ha, 中 (一 1,2,.… n). 

下 面 用 数学 归纳 法 证 ， 对 每 个 整数 k:0<k<n 一 1, 有 

(i) iG) € Ht [a,b] (i = 1,2,- ,m); 

(ii) k 阶 导数 P (c) 满足 n x n 线性 方程 组 


S G0 lh =0, j=0,1, n-k- 2, 
[A] i=l 
S G0) (OO (0) = Eyle), j=n-k-1, n1, 


其 中 函数 £k;(:) € Hn—k|a, b]. 

k= 二 0 时， [A] 变 为 (6.2.17), 其 中 6 1(c) = b,,(c) 1 

假设 G), Gi) Xf k:0<k<n-1 为 真 . 

下 证 (G), Gi) wF k + 1 为 真 . 

因为 [4] 中 各 项 属于 H:|a,b], 将 [A] 中 各 项 积分 ， 得 
ge GD foje 
DO? + Da = 0, 
i=l 

7 一 0, 1 n — k — 2; 

SGD OND 0) + Ds Po = g, (o), 


J=m—k-1,::: n — 1. 


将 [A] 中 的 后 n 一 1 个 方程 代入 [B] 中 的 前 n 一 1 个 方程 ， 得 
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Ye TetD 人 c) + 0 = 0, j=0,1,. 
四 Sar- k—2) loy C+D (0 ) + Eene = 0, 
> pP (c) yr) í c) + £k ,j 十 1 = = Ek j (c), 
j=m—k-1,:: 
[B] 中 最 后 一 个 方程 为 
[D] Sg D (e y+ ( c) + + 3s P(e 
z=1 


为 重 写 这 一 方程 ， 将 方程 


T* ó, (c) = Y ` bi(e)ó;) (c) =0,1=1,...,n, 


l=0 


两 端 乘 yi (c) 并 关于 i KA 


>` ° (o) (e) = 


?一 0 l= 
将 其 重新 整理 ， 得 


[E] Da oX oP (c) yP (c 
将 [A] 代入 [E] 得 


l=n—k—1 2 二 1 


或 者 
[F] Valles- Y  bii(c)&i(c) 
i=1 l=n—k—1 
再 将 [F] 代入 [D] 得 


n—i 


[ GQ EPt- Y  b(e)&(c)b,(e)"! 


i=1 l=n—k—1 


` bi(c)&€ki(c) + bn (c) >` MOLA (c) = 0, 


.. n — k — 3, 


n — 2. 


= k ,nN 一 i (c). 


bn (e). 


= Êk 1 (c). 
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因此 ， 已 将 [B] 中 方程 重 写成 |C] 与 [C] 的 形式 ， 具体 说 ， 有 


2 tP (e) =0, j=0,1, n-k- 3, 


Dana )Y EED Co) = —&k,n—k—1(C) = k+1,n-k-2(6), 


[可 > pP (c) y+ (ec =€; (c) _ Ek j+ (c) = Ekti, (c), 


LAERON OEO E Y  b(c)&a(c)b.(e) 1 
2 一 工 
=£k+1,n—1(6c). 
在 线性 方程 组 [H] 中 ， 系 数 o () e Ha, b], 而 下 列 项 


Ek+1,n-k-2(€), +> ,Êk+1,n-1 (6) 


属于 H"-k-lla b] c Hl[a,b]. 因而 由 Cramer 法 则 ， y El) 6.) e H'|a,b], 从 而 y; (:) € 
Hi+2|a, b], 因此 ， 知 


yil) € Hrla,b], i=1,2, n. o 
如 果 将 ai(c) = bile) — yle) i= 1,… n 代入 (6.2.6B) 5 (6.2.7), 它们 变 为 
STB; (ó;)6, (e) -Dw )B(o; )+ o; CAG 
ü (j= p+1,::: ,2m — k) (6.2.19) 


n b 
> ao f ó; (s)é; (s)ds 


p b n c 
= Dulo f ailla + mo Í ó, (s)ó@;(s)ds, j =1,...,g. (6.2.20) 
i=1 a i=1 a 
将 Yi(c),… ,Yn(c) 看 作 已 知 数 ， 则 (6.2.19) 与 (6.2.20) 形成 一 个 有 n 个 未 知 量 
B1(0),… ,bn(oc) 的 n x n Z0FE Jr EER. 

引 理 6.2.5 对 于 每 个 ce [a,b], n xn 线性 方程 组 (6.2.19), (6.2.20) 有 唯一 的 
一 组 解 61(0),… ,Bn(c) H B;() € H"[a,b]|G = 1,2,--.- ,n). 

证 明 任意 固定 ce [a,b], 设 01... ,Br 为 (6.2. 19), (6.2.20) 相应 齐 次 方程 组 的 
解 ， 即 
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i 二 1 
n b 

[B] x f pilsje; (s)dsB? 一 0, 7 一 1,2, ... ,0 
¿=1 “9 


令 els) = Pi- B? (s), s € [a,0], 则 显然 $ € span{91,… ,Grn}. H (6.2.15), 得 


B;(é)=0, j=1,::: ,p: 
H [和 有 
B*($) =0, j=p+1,... ,2n—k 
EHH [B] 有 
($, $j) =0, j =1,2,:-,q 
KE, ġe N(L*)nN(L*)+, 从 而 ls) = 0, se [a,b] H 6? = 0, i=1,2,... ,n 
因为 (6.2.19), (6.2.20) 为 正方 形 线性 方程 组 且 系 数 行列 式 不 为 零 ， 从 而 存在 唯 
一 的 一 组 解 Bi(c),… ,Bn(c). 
在 (6.2.19), (6.2.20) F, 左 端 的 系数 为 常数 ， 而 右 端 的 函数 (作为 c 的 函数 ) 属 
于 H"[a,b], 应 用 Cramer 法 则 ， 知 6;(:) € H"|a,b] (¿= 1,2,:…,n). L] 
定理 6.2.3 对 于 每 个 c € [a bl, 等 价 线性 方程 组 (6.2.5), (6.2.6), (6.2.7) 与 
(6.2.5)，(6.2.6B)，(6.2.7) 有 唯一 的 一 组 解 ai(c),… ,an(c), B1(c),… ,Gu(c, 且 对 每 
个 c € (ab 广义 Green 函数 可 表示 为 


G(cs)= 》 aifc PAG -Xul Cc)wi(s), a < s < c, 
G(c,s) = > bilo) )ó; (s -Dw c)wi(s), e<s<b. 


证 明 由 定理 6.2.2, 知 方程 组 (6.2.5)，(6.2.6),( 6.2.7) 等 价 于 方程 组 (6.2.5)， 
(6.2.6B), (6.2.7). 

由 引 理 6.2.4，6.2.5 可 知 线性 方程 组 (6.2.17), (6.2.19), (6.2.20) 有 唯一 的 一 组 解 
yle), n (c), Bile), ,Bn(c). 由 此 ， 可 知 (6.2.5)，(6.2.6B)，(6.2.7) 有 唯一 的 一 
组 解 a1(c),:… , anlc), Bile), ,Bn(o), 其 中 aile) = io — yle) (i = 1,2,-  , n). 
再 由 引 理 6.2.4, 引 理 6.2.5 可 知 ail), Bi(-) € H” [a,b] (i= 1,2, n). 

对 每 个 c € (a,b), 已 证 存在 ail), Bi("),i = 1,2,- ,n, 使 得 (6.2.4) 中 两 个 表达 
式 成 立 ， 这 些 数量 亦 为 (6.2.5), (6.2.6), (6.2.7) 的 唯一 解 . 口 

定理 6.2.4 函数 G(c,) 满足 边 值 条 件 Bi (u) = oa},_1bn(0) l, i = 1,2,- ,2n— 
k, 有 B.(r*u) =0, ¿=1,2,::. ,k, H 


Glas) = U ñ(a)ó, (e) — D wowile a < s < b. 
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函数 G (b, ) 满足 边界 条 件 Bi (u) = 一 Bi,_1bn(b) ,i=1,2,… ,2n—k, K Bi(T*u) = 
0, i 二 1,2,…,k, MH 


G(b, s) = Yal PAG -> (b)o;(s), a < s < b. 


证 明 ix 
p 
> Bi — Y Wi(ajwi(s)， a <s<b 
i=1 
WR, óc H"|a,b], H 
p 
rg(s) = — 3 1 0i(a)0; (s) € N(L) C H” [a,b], 
i=1 


FE, H N(D 的 定义 ， Bj;(7*9) =0 (7=1,2,… k). XF = 1,2,… ,2n — k, 有 
Kua MC DLO )D; ( w) — wal a)B; ( (wi) 


įi=1 


= DD AOLO > Bi(a) DY ($i) — > vila) Bš (wi). 


j= È a|] ala jo” (a) + 61n_1bn (a) "| 
+ >` Gila) D3 (8i) — 5 yila) BY (wi) 


?一 工 2 二 1 


= >` Qi(a)C; (Pi) + ofn_ibn(a) ` 
=1 


+ Añ(a)D1(é;) — 5 0 (a)B 
i=1 i=1 
=o" iba(a)-! (由 (6.2.6)). 


下 面 证 ó = C(a, ). 

由 (6.2.7), 知 ó e R(L), 而 由 定理 6.1.1, 知 G(a,-) € R(Z). 任 取 ue D(LL*) H 
Ë v = L*u = r*u, WA, u € D(L*) B. v = r*u € D(L) n N(L)+. 由 已 证 结果 ， 
T*ġ € N(L). 应 用 Green 公式 ， 有 


b 
f =G7u(8))é(e)as = Palt) lv, g) — F,r), @). (°) 
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选 一 个 函数 p E H"a, b] 使 得 wD)(a) = yb) = 0 ( = 0,1, n- 1), H 
yD (a) — bna) 1, 则 
B* (4) = oiibn(a) 1, j= 1,2,.. ,2n—k, 
于 是 
因此 ， 4 一 we D(L*), (*) 式 可 重 写成 


b 
J r(r*u(s))ó(s)ds 
= Fo(T)(v, 9 — Y) + B,(r)(u,0) —FE,(r)(u, ó — Y) — Falt), Y) 
—  — — 


0 


_ Fa(T)(v, Y) 


n—i 
= — DF (rod (a) (a) 
I=0 


= — Fa" 1(r)o(a)0 D (a) 
= —(—1)" la, (a)u(a)b, (a)! 


= v(a) = T*u(a). 
再 由 引 理 6.1.11, 有 
b b 
J T(r*u(s))@(s)ds = J G(a,s)r(r*u(s))ds. 


因此 ， 得 到 
r(r*u(s))|é(s) — G(a,s)|ds = 0, Vu € D(LL*). 


因为 R(LL*) = R(L), 得 
$() — G(a,:) € R(L)—- N R(L), 
因此 
(s) = G(a,s), a< .s<)b. 

同样 可 证 有 关 G(b, s) 的 结论 . 口 

将 上 述 结果 综 合 起 来 ， 便 得 到 刻画 广义 Green 函数 的 主要 定理 之 一 . 

定理 6.2.5 在 H"[a,4b] 中 存在 唯一 的 一 组 函数 ai(t), Bi(t) (i = 1,2,… ,n), 使 
广义 Green 函数 G(t, s) 具有 表示 : 


G(t, s) = > w (t)é, (s) — 5 yilt)wi(s), a < s <t < b, 


2 一 1 
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G(t, s) = Y ` 65,(t)é, (s) 一 Y ` (Do (s), a <t<s<b. 
i=1 i=1 


函数 o,(t),8.(t)G = 1,2,… ,n) 为 线性 方程 组 (6.2.5), (6.2.6), (6.2.7) 或 等 价 线性 方 
程 组 (6.2.5), (6.2.6), (6.2.7) 对 上 = c 的 唯一 一 组 解 . 
证 明 由 定理 6.2.3 与 定理 6.2.4 得 到 . 口 
推论 6.2.6 XNA c: a < c < b, A 


T*G(t,s) = -2_ vls), s € [a,b]. 


例 Lja, b] 中 的 二 阶 微分 算 子 区 定义 为 
D(L) = {u € H2?|0,1] | u/(0) =u! (1) = 0}, Lu = ru = u". 
这 里 7 三 全 H. L= L*, m 
N(L) = N(L*) = span{1}, p=q=1. 
选取 
p(t) ='1, palt) = t, $1(s) = 1, (s) = 8. 
WAS, yi = i 形成 N(L) = N(L*) 的 正 交 基 . 再 取 
wi(s) = 52， 01(t) = Le, 

则 T*W1 = pı H. 701 = Qı. 

确定 工 = L* 的 目 然 边界 边 条 为 

1 
B (u) = B* (u) = J u” (t) - 1dt = u'(1) — u (0). 


0 


于 是 ， 我 们 可 用 
Bo(u) = B3 (u) = u' (0). 


注意 B1($) = B? ($) = 0, 对 ó € span{1,t}. 
从 方程 (6.2.17) 开始 ， 可 以 很 容易 求 出 函数 y(t) 与 y(t): 


y(t) = 1, y(t) = —t. 


86.3 LP(Q)(1 < p < (2n/n 一 2)) 中 半 线 性 椭圆 方程 Neumann WE PAR EEA - 201 - 


下 面 61(t) 5 b(t) 可 由 (6.2.19) 与 (6.2.20) 3K H: 


B3 (91)61(t) + B3(92)B2(t) 
= wi(t) BS(w1) + C3 (ġ1) y1 (t) + C3 (é2)yyə (t), 


m+ f sds e= f B37as + f ds+ f sds 


| bu) =l i 
ñ (t) = -3 - 3t 


因此 ， 得 


从 而 
| alt) = (t) —n(t) = t 
oo (t) = B> (t) — y2 (t) = 0. 
由 定理 3.2.5, XF 0 <s <t <1, 有 
G(t,s) = oi(t)#i(s) + o2(t)@2(s) — Y1 (t)oo1 (s) 


W 0 <t <s <1,BF, 8 
G(t,s) = ñ (t)ói (s) + B>(t)@2(s) — Yı (t)wı (8) 


— l2 2 
= — — — 7 十 S 一 一 5 
因此 
Glt,s) =t- $- 3t ia, 0<s<t<1, 
L] 
G(s) =s- 5-38- SE, 0<t<s<1. 
86.3 PID < p < (2n/m — 2)) 中 半 线 性 椭圆 方程 
Neumann 边 值 问题 的 最 佳 通 近 解 
讨论 
— 昌 Ou(Z) 
一 — (ai= |) = f(z,u(z)), TER, 
ðu(T) 


— =O ET, 
QUA ) r 


的 Neumann 边 值 问题 . XE Q c R (n > 3) JAR KIR, T Æ Q 的 C2- 光滑 流 
形 边 界 ， uij = aj € C°° (Q), f: Q x R— R WE. Caratheodary 条 件 ( 见 [Ze]), H 
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|f(z,u)| < a|u|P/q + b(z), z € Q, u € R, (6.3.2) 
其 中 a > 0,bE La(Q), l. = 1, oo 
p n + 2 


其 中 v 是 了 处 的 单位 法 向 量 ， (G,z;) 是 向 量 > 与 z, 的 方 癌 之 间 的 夹 角 ， 且 存在 一 
个 入 > 0, 使 得 


) cos( U, Ti), 


> ai (z)&€&; > AEI, YE € R0}, z e Q. (6.3.3) 
¿,j=1 
由 — < 4 < co fg 1 <p < 一; 由 Soblev KARÈM, RITE FERRA 


W12(Q) — P(Q). (6.3.4) 


的 ( 见 [Ad]), 由 (6.3.4) 式 ， 得 
LUQ) — (W+? (0))*, (6.3.5) 


这 里 (W1 (Q))* 是 WO) 的 对 偶 空 间 . 

因为 ， 对 任意 u c LA), 有 ful) € L4(Q), 且 Caratheodary 映射 u — 
F(u) = f(-,u(.)) 是 从 LN) 到 La(Q) 中 的 有 界 连续 映射 ( 见 [Ze]), 进一步 ， 对 任 
意 ue L?(Q), H [ZFC] 中 第 二 章 定理 1.4, 存在 > > 0 和 M > 0, 使 得 


J | f(e,u(z))šaz < M [ J u(z)lPdz + 1). (6.3.6) 
函数 ve W12(Q) c L?(Q) 称 为 方程 (6.3.1) 的 弱 解 ， 如 果 对 任意 o e Wo (Q), 有 
og 

| 2 mle z Jz z= f(z, ulz (6.3.7) 
如 果 


fu € W1:2(Q)| J Fuada = 0) = @, 
那么 方程 (6.3.1) 无 解 (W, [EY]). 若 对 任意 常数 c, fO ul)) 满足 
f(z,u(z)) = f(z,u(z)-+ c), z € Q, u € W)2(Q) 


(例如 ， f(z,u(z)) = g(z,Vu(z)) + h(z), z € Q), W u(z) + c RAAE (6.3.1) 的 一 
个 弱 解 ， 因 此 ， 一 般 情 况 下 ， 方 程 (6.3.1) 的 求解 问题 是 不 适 定 的 . 
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定义 6.3.1 WME u c W1:2(Q) c LQ) 是 下 面 Neumann 边 值 问题 


— 0 Əu(z)% _ 1 
-3 a= (ao) E) = eula) -g | feed, z € Q, 


sim (6.3.8) 
u(z 
FPP = 0, El 
的 一 个 弱 解 ， 且 它 满足 条 件 

J |u(z)|P lsgn u(x)dz = 0, (6.3.9) 
则 u 称 为 方程 (6.3.1) BJ DJ 558. 


注 记 4 p= 2,aij(z) = 6i; 时 ， 相 应 奇异 控制 问题 由 J.L.Lions 在 [Li] 中 详细 
研究 . 


设 
Ou 
D(A) = fu e W12(Q) c L(Q)|Au e La (Q), A hr = o}, (6.3.10) 
这 里 4 和 =- 按 分 布 意义 满足 
VA 
~ 0 Ou 
Au = — È sz ( TOFT] 
_ (6.3.11) 
SE = Y ayla) E cos(%22), w EWO), 
i, j=1 7 


设 F(u) = 7(,u()) 是 Caratheodary 映射 ， 则 方程 (6.3.1) 等 价 于 算 子 方程 
Au = F(u), u € D(A). 


引 理 6.3.1 设 R(A) 和 N(A) 是 算 子 4 分 别 在 L (9) 和 LPN) 中 的 值 域 与 零 


空间 ， 则 
(i) R(A) 是 LQ) FWAR, H 
R(A) = I fe La(Q) 人 f (z)dz = o}, (6.3.12) 
(ii) N(A) 是 L (Q) 中 的 闭 集 ， 且 
N(A) = {u € LP(Q)|u(z) = c, c € R). (6.3.13) 
证 明 [Try] 第 三 章 . 口 


引 理 6.3.2 4 是 从 D(A) 到 LQ) 中 的 闭 线 性 算 子 , B. D(A) 在 LN) PH. 
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证 明 因为 Cos(O) c DA 且 在 LPO) 中 稠 ， 因 此 D(A) € LPO) PR. 
以 下 证 明 A 是 从 D(A) 到 LQ) 中 的 闭 算 子 . 
Ë {un} C D(A), BÆ P(Q) 中 有 


Un > u € LP (NQ), n — oo. 


IE fa = Aun € La(Q), i$ fn — f e LIQ), n — œ. HF R(A) Es LQ) 中 的 闭 集 ， 
故 存在 一 个 uo € D(A), 使 得 


按 分 布 意 义 成 立 ， 对 任意 we CF(Q), 由 4 的 正则 性 ， 存 在 一 个 he CSe(9), 使 得 


Oh(z) (6.3.14) 


Ah(z) = w(x), z eQ, 
= 0, Z ET. 


OVA 


由 于 lij = ajili = 1,2,- .), 在 ZLP(W) 中 有 Un > U, Nn — OO, 应 用 Green 公式 ， 我 
们 有 
J uo(z)u(z)dz = f uo(T)Ah(z)dz 

Q Q 


= 人 Auo(z)h(z)dz + J u oz) 了 于 dz 及 h(z) leE dr z) 


0 
= | Auo(z)h( ndz = | f()h(z)dz š 


= lim is z)h(z jdr = lim Ü Au, (z)h(z)dz 


n— OO 


= lim [Ome | Ena- f nta 


Ti — OO 


= lim un (z)u(z)de = | u(z)u(z)dz. 


n> OO 


由 于 C$ (Q) 在 LP) 中 笛 ， 故 
u(z) = uo(z), a.e. z € Q 


H 
u € W? (Q), Au = f € LY(Q). 
H [Tr] 中 迹 定 理 知 ， 迹 算 子 
0 
Ova lr 
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是 线性 连续 的 ， 因 此 

Ouo 

| Ova |r =l, (u — uo) = 0, 

Ovar ~ Ovalr 
于 是 

u E€ D(A), f = Au. 口 

定理 6.3.1 uc D(A) CIA, 1<pg - 是 方程 A(v) = F(u) 的 最 佳 通 

近 解 ， 即 


(i) A(u) = Tr(a) (F (u)); 

(ü) |u||l, = min {lvlly 14(o = Tria (F(u)), v € D(A)} 的 充分 必要 条 件 是 以为 
方程 (6.3.1) 的 伪 弱 解 . 

证 明 必要 性 . 由 引 理 6.3.1 有 


N(A)+ = (f EL| f seya z)dz = 0, ue N(A)} 
= Í f ra(Q) )| | zea = 0) = R(A). 
因此 R(4)+ = N(A)++ = N(A). Æ u € D(A) 是 方程 Alu) = F(u) 的 一 个 最 佳 通 


近 解 ， 则 
A(u) = Tga (F'(u)). 


应 用 推论 1.2.11, F(u) 有 唯一 的 分 解 

F(u) = tga (F(u)) + fi, (6.3.15) 
XE fi e Fy (R(A)+). 因为 X= IPO), Y =L), + 一 1 所 以 

Fy' (v) = Fra (v) = Fre (v) = Fx (v). 
由 对 偶 映 射 的 定义 ， 我 们 有 
p-1 
0, v= 0. 
因此 f e Fe 1(R(A)1) = Fre (N(A)) 蕴涵 
及 = ci，cl 是 常数 . (6.3.16) 

对 (6.3.15) 式 两 边 在 Q 上 取 积 分 ， 我 们 得 
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1 
cl = m | ut). (6.3.17) 
由 (6.3.15), (6.3.16) 及 (6.3.17) 式 ， 得 
ra (FW) = FPO) — A= fun) — i | foul (6.3.18) 
HF u € D(A), Alu) = tra lF (u)), RIA 
A(u)(z) = f(x, u(x)) -F Ja EO TEQ, (6.3.19) 
Pulz) =0 r€ T 
OvA ; l 


按 分 布 意义 成 立 . H AM 的 定义 ， 我 们 得 
u= AM F(u) = AM AAM F(u) 
= A™ A(u) = (一 Tv)4 ` A(u) 
= u — TN(A)(t). 
因此 zv (A) (u) = 0, 另 一 方面 ， 由 推论 1.2.11, u 有 唯一 解 
u = TN(A)(u) + u = u, 
这 里 u, € FZ (N(A)}), 因此 Fr (u) € N(A)1 = R(A). 从 而 有 
J |u(z)|P lsgn u(z)dz = 0. (6.3.20) 


充分 性 . Æ uc D(A) c LP) EASE, N 


A(u)(z) = f(z,u(z)) — 而 J f(z,u(z))dz, z e€ Q, 
Ou(z) 
OVA 


按 分 布 意义 成 立 ， 且 


= 0, rel 


lu|P lsgenu € R(A) = N(A)-. 
由 (6.3.15)~(6.3.16) 式 的 同样 判 据 ， 有 
Au = Tr(a) (F'(u)). 


对 任意 ve D(A), Alv) = rR(a)(f(w)), RIA u — o e N(4). 于 是 由 H6lder 不 等 
式 ， 得 


人 |w(z)|Paz = hs (x)ju(x)|P sgn u(z)dz 
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= J vn) sen u(z)dz 
< lblp( /woPao 


lullp = min{||v||p | A(v) = TREF (u)), v € D(A)}. 
即 u 是 方程 A(v) = F(v) Py PK AW. = 
定理 6.3.2 如 采 1<p< 一 — m > 3), -+ 一 上 p<q < oo, 那么 对 不 适 
定 半 线 性 椭圆 方程 (6.3.1) 的 Neumann 边 值 问题 ， 存 在 一 个 最 佳 通 近 解 . 
证 明 i AM D(A) 分 别 由 (6.3.10), (6.3.11) 给 出 ， 对 任意 g e L9), 存在 唯 
一 的 rg(4)(9), 取 ze Arra lg), 则 存在 唯一 的 nyele), 因此 


因此 


u = (Ip(A) — TN(A))(2) 


也 是 唯一 的 .由 定理 4.1.2, 我 们 有 u = AM(g). H AM 的 齐 性 及 引 理 1.3.1, 存在 
L > 0, 对 任意 g € La(Q), 使 得 


llul; 一 | AM(g)||, < 了 |9||。. (6.3.21) 
对 任意 ve Lp(Q), F(u) € Lq(Q), 存在 唯一 的 ve D(A) c LPN), 使 得 
v = AM F(u). 


i& T = AMF, WI 加 
T : IPQ) > (Q), 1<p<- 一 5 


— 9° 
是 一 个 紧 连 续 映 射 . 因为 1 < p <q, 我 们 可 以 令 R > max(L,r) 充分 大 ， 使 得 
R? R 
an m 21, (6.3.22) 


这 里 M #l r 3k (6.3.6) 式 给 出 . 对 任意 ve BR(0), 我 们 有 
vllp = Tl = IAF (u)llp < LIIE (ls. 
由 (6.3.6) 和 (6.3.22), 得 


IOl < (fH ute) har)" 
< 信人 ore 
< pE] 
< [F] 
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1 


< (m)l 


_ R 
= Z: 
因此 
lvllp < R. 
BH TBR(0) C Br(0). 由 Schauder 不 动 点 定理 ， 存 在 一 个 ve BR(9), 使 得 
u = At F(u). 


因此 u € D(A) c LP(Q), Alu) = rra (F (u)), E 


lul = min{llvlly | A(v) = Tria (F (u)), v € D(A)}. a 


DE #] 

86.1~86.2 对 于 Lla, b] F n 阶 两 点 微分 算 子 ， J. Locker, 从 1973 年 到 1986 
年 , 研究 了 其 正 交 广 义 逆 (Moore-Penrose 度量 广义 逆 的 特例 ) 的 广义 Green 函数 的 
表示 UA, 此 两 节 内 容 取 自 [Jo4]. 

863 王 玉 文 及 王 辉 [wwb3l 利用 Banach 空间 中 具有 闭 值 域 的 稠 定 闭 线性 算 于 
的 Moore-Penrose 度量 广义 逆 ， 研 究 了 L?[a， b| (1 <p < <) HPE E 626 PEHE 
圆 方程 Neumann HRA RERA, 将 度量 广义 逆 与 Schauder 不 动 点 定理 结合 ， 
证 得 最 佳 允 近 解 的 存在 性 ， 并 给 出 最 佳 表 近 解 的 充 要 条 件 . 
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